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EINFU¨HRUNG
Im Jahre 1957 wurde von Bardeen, Cooper und Schrieffer [1] ein Modell vorgestellt,
das das Auftreten von Supraleitung in metallischen Systemen mit einer schwachen, at-
traktiven Elektron-Elektron-Wechselwirkung beschreibt, die durch Phononen vermit-
telt wird. Sie konnten zeigen, daß bei Anwesenheit eines Fermisees tatsa¨chlich bereits
eine beliebig schwache effektive Anziehung zweier Elektronen fu¨r den U¨bergang in eine
supraleitende Phase bei einer endlichen kritischen Temperatur Tc sorgt. Die Energie-
skala, die die kritische Temperatur bestimmt, liegt jedoch noch deutlich unterhalb der
Debye-Frequenz, sodaß metallische Supraleiter, die durch das BCS-Modell meist gut
beschrieben werden, in der Regel sehr tiefe U¨bergangstemperaturen besitzen.
Die BCS-Theorie stellt eine Molekularfeldna¨herung dar, die in dieser Form auf
niedrigdimensionale (d ≤ 2) Systeme auch bei schwacher Kopplung fu¨r endliche Tem-
peraturen nicht anwendbar ist; das Mermin-Wagner-Theorem [2] verbietet hier die
spontane Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie. In zwei Dimensionen besteht al-
lerdings die Mo¨glichkeit eines supraleitenden Zustands ohne eine echte langreichweitige
Ordnung. Der damit verbundene Phasenu¨bergang wird als Kosterlitz-Thouless-U¨ber-
gang bezeichnet [3].
In den achtziger Jahren wurden mit den Kupraten La1−xBaxCuO3−δ [4] sowie (kur-
ze Zeit spa¨ter) La2−xSrxCuO4 [5] und YBa2Cu3O7−δ [6] Materialien entdeckt, deren
U¨bergangstemperaturen weit ho¨her liegen als jene aller bis zu diesem Zeitpunkt be-
kannten metallischen Supraleiter. Die Physik dieser Systeme zeigt zudem einige wei-
tere Besonderheiten, die mit dem bis dahin bekannten Bild supraleitender Materialien
nicht vereinbar waren [7]. So existiert kein offensichtlicher Paarungsmechanismus, der
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fu¨r die hohen U¨bergangstemperaturen, die in Bereichen von bis zu 160 K liegen,
verantwortlich ist, und auch der Ordnungsparameter besitzt keine einfache s-Wellen-
Symmetrie. Zudem zeigen die Kuprate, anders als herko¨mmliche Supraleiter, in der
normalen Phase eine eher schlechte elektrische Leitfa¨higkeit.
Eine (quantitative) Untersuchung realer, stark korrelierter Systeme mit dem Ziel
einer vollsta¨ndigen theoretischen Beschreibung liegt zum heutigen Zeitpunkt noch jen-
seits der numerischen Mo¨glichkeiten. Ein wichtiger Zugang liegt indes in der Formulie-
rung geeigneter effektiver Modelle, die wesentliche Aspekte der Physik realer Systeme
korrekt beschreiben. In drei Dimensionen etwa ist die Niederenergie-Physik von Metal-
len durch das generische Verhalten des Fermiflu¨ssigkeitsmodells [8, 9, 10] gegeben; in
einer Dimension spielt das Konzept der Luttinger-Flu¨ssigkeiten [11] diese Rolle, deren
Verhalten im wesentlichen durch die Physik des exakt lo¨sbaren Tomonaga-Luttinger-
Modells [12] gegeben ist.
Es hat sich gezeigt, daß zur Behandlung dieser Modelle Konzepte jenseits der
naiven Sto¨rungstheorie erforderlich sind, die bereits im Gu¨ltigkeitsbereich der Fermi-
flu¨ssigkeitstheorie unphysikalische Divergenzen produziert. Diese Divergenzen ko¨nnen
im allgemeinen durch eine geeignete Summation sto¨rungstheoretischer Beitra¨ge beho-
ben werden, falls sich das betrachtete System u¨berhaupt in einem sto¨rungstheoretisch
zuga¨nglichen Zustand befindet. In dreidimensionalen Systemen tritt bei sehr tiefen
Temperaturen im allgemeinen eine spontane Symmetriebrechung auf, die dazu fu¨hrt,
daß eine Beschreibung durch das Modell der Fermiflu¨ssigkeit ihre Gu¨ltigkeit verliert.
Eine solche Instabilita¨t wird im Rahmen der Sto¨rungstheorie durch ein singula¨res
Verhalten der Vertexfunktion angezeigt [13].
Wa¨hrend in ein- und dreidimensionalen Systemen das Verhalten korrelierter elek-
tronischer Systeme meist durch die genannten Modelle gut beschrieben wird, hat sich
gezeigt, daß die Tieftemperaturphysik zweidimensionaler Systeme sehr empfindlich
von den Details des mikroskopischen Hamilton-Operators abha¨ngt (sodaß von einem
generischen Verhalten zweidimensionaler Systeme nicht gesprochen werden kann). Mit
der Entdeckung der supraleitenden Kuprate, in denen die Bewegung von Ladungs-
tra¨gern im wesentlichen auf die CuO2-Schichten beschra¨nkt ist, hat jedoch gerade die
Physik zweidimensionaler Systeme ein wachsendes Interesse erfahren. Das reichhal-
7tige Phasendiagramm dieser Materialien spricht fu¨r eine Konkurrenz verschiedener
Instabilita¨ten: Neben der Supraleitung existieren, abha¨ngig von der Temperatur und
der Dotierung der Kupratebenen, ein Bereich, in dem antiferromagnetische Ordnung
vorliegt, eine metallische Phase, sowie eine Region, die durch ein anomales, nicht im
Rahmen des Konzeptes der Fermiflu¨ssigkeiten zu beschreibendes Verhalten thermo-
dynamischer Gro¨ßen gekennzeichnet ist. Heute wird vor allem das zweidimensionale
t-J-Modell [14] als ein geeigneter Kandidat fu¨r die Beschreibung der elektronischen
Freiheitsgrade der Kuprate angesehen. Allerdings treten auch bei der Behandlung des
t-J-Modells selbst erhebliche Schwierigkeiten auf; insbesondere existiert hier kein klei-
ner Parameter, der das Modell einer sto¨rungstheoretischen Beschreibung zuga¨nglich
machen wu¨rde.
Aufbau der Arbeit
Die vorliegende Arbeit bescha¨ftigt sich mit Instabilita¨ten in Systemen wechselwirken-
der Fermionen und den sich daraus ergebenden Konsequenzen, namentlich der Physik
spontaner Symmetriebrechung. Die darin dargestellten Konzepte wurden - zumindest
auf einer formalen Ebene - bereits in den sechziger Jahren im Zuge der Anwendung
feldtheoretischer Methoden auf Probleme der Festko¨rperphysik entwickelt, zum Teil
aber erst in neueren, vor allem von Seiten der mathematischen Pysik vero¨ffentlichten
Arbeiten rigoros behandelt.
Nach einigen allgemeinen Betrachtungen zur Beschreibung von Instabilita¨ten im
Rahmen einer Molekularfeldtheorie (Teil I) wird im zweiten Teil auf einige Aspekte
der Renormierung eingegangen, die großenteils auch ohne das vergleichsweise komplexe
Instrument der vollen Renormierungsgruppe zuga¨nglich sind. Nachdem die supralei-
tende Instabilita¨t in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielt, und deren Beschreibung
im Rahmen der Physik elektronischer Systeme untrennbar mit dem Begriff effektiver
Wechselwirkungen auf kleinen Energieskalen verbunden ist, konnte jedoch auf eine
Betrachtung der Renormierungsgruppe nicht vollsta¨ndig verzichtet werden. Die not-
wendigen technischen Aspekte werden im Anhang dargestellt.
Daneben wird in diesem Teil auf das Problem der Singularita¨ten eingegangen, die
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im Rahmen der naiven Sto¨rungstheorie fu¨r die Einteilchen-Greenfunktion in Systemen
wechselwirkender Fermionen auftreten. Wir werden zeigen, wie sich eine ganze Klasse
solcher Singularita¨ten mit Hilfe des Konzeptes der Gegenterme beheben la¨ßt.
Im dritten Teil der Arbeit werden Ergebnisse einer Anwendung auf ein konkretes
physikalisches System vorgestellt. Das Hubbard-Modell wurde in den sechziger Jahren
von Hubbard [15] zur Erkla¨rung des Metall-Isolator-U¨bergangs sowie von Gutzwiller
und Kanamori [16] fu¨r die Beschreibung des durch die teilweise Besetzung von 3d-
Niveaus hervorgerufenen Ferromagnetismus in U¨bergangsmetallen vorgeschlagen. Der
Hamiltonoperator dieses Modells entha¨lt das t-J-Modell als Limes starker Kopplung;
das System besitzt jedoch, wie vorausgegangene Untersuchungen gezeigt haben, be-
reits im Bereich schwacher Kopplung einige der Eigenschaften der Hoch-Tc-Supraleiter.
Die Untersuchung der Koexistenz zweier unterschiedlicher Weak-Coupling-Insta-
bilita¨ten des repulsiven Hubbard-Modells, namentlich der d-Wellen-Supraleitung und
der Pomeranchuk-Instabilita¨t, im Rahmen einer renormierten Sto¨rungstheorie bildet
den inhaltlichen Schwerpunkt dieses Teils der Arbeit. Daru¨ber hinaus wird die Ten-
denz zur Bildung eines supraleitenden Grundzustands auch anhand einer numerischen
Auswertung der Bethe-Salpeter-Gleichung untersucht, die sich aus dem Verhalten des
Renormierungsgruppenflusses auf kleinen Skalen fu¨r das Hubbard-Modell mit reinem
Na¨chst-Nachbar-Hu¨pfen und abseits halber Bandfu¨llung ergibt.
Ein kurzes Kapitel befaßt sich auch mit der Untersuchung des attraktiven Hubbard-
Modells im Rahmen der renormierten Sto¨rungstheorie, die das Auftreten quantitativer
Abweichungen gegenu¨ber der BCS-Molekularfeldtheorie, insbesondere eine deutliche
Verkleinerung des supraleitenden Ordnungsparameters besta¨tigt.
TEIL I
INSTABILITA¨TEN
I.1 Theorie der Fermiflu¨ssigkeiten
Bevor in den folgenden Kapiteln die Niederenergie-Eigenschaften korrelierter Fermi-
systeme aus dem ‘mikroskopischen’ Modell hergeleitet werden, soll hier ein pha¨nome-
nologischer Zugang vorgestellt werden, der auf Arbeiten von L.D. Landau [8] zuru¨ck-
geht. Es wird sich zeigen, daß die Parameter des pha¨nomenologischen Modells mit
den aus der Renormierungsgruppe gewonnenen Gro¨ßen identifiziert werden ko¨nnen.
Das Konzept der Fermiflu¨ssigkeiten wurde urspru¨nglich mit dem Ziel einer theoreti-
schen Beschreibung von 3He bei tiefen Temperaturen geschaffen; es existieren jedoch
auch andere Realisierungen dieses Modells. So wird auch die Tieftemperaturphysik
von Elektronen in Metallen durch das generische Verhalten einer Fermiflu¨ssigkeit
sehr gut beschrieben. Die in den genannten Systemen auftretenden Instabilita¨ten und
Phasenu¨berga¨nge, insbesondere Superfluidita¨t bzw. Supraleitung, sind durch Singu-
larita¨ten der Zweiteilchen-Vertexfunktion sowie durch die Divergenz bestimmter Sus-
zeptibilita¨ten gekennzeichnet, und lassen sich im Rahmen der Fermiflu¨ssigkeitstheorie
verstehen. Tatsa¨chlich wurden erst mit den Hochtemperatur-Supraleitern Materialien
entdeckt, deren Physik oberhalb der Temperatur des U¨bergangs in die supraleitende
Phase nicht durch ein Fermiflu¨ssigkeitsverhalten beschrieben werden kann. Fu¨r das
unterdotierte System ist in diesen Materialien das Quasiteilchen-Gewicht in der Na¨he
der Fermifla¨che stark unterdru¨ckt (man spricht von einem Pseudogap), und auch die
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thermodynamischen Eigenschaften der normalen Phase zeigen deutliche qualitative
Unterschiede zu metallischen Systemen [17].
Die folgenden Betachtungen gehen von einem translationsinvarianten System aus,1
dessen niederenergetische Anregungen Fermionen mit einer wohldefinierten, gaplosen
Dispersionsrelation (0) = 
(0)
k sind (wobei B die Brillouinzone des betrachteten Systems
und k ∈ B einen (Kristall-)Impuls darstellt); insbesondere besitzt der Grundzustand
des Systems fu¨r ein gegebenes chemisches Potential µ eine Fermifla¨che F = {k ∈
B | (0)k = µ}, an der eine endliche Stufe in der Besetzung nk auftritt: Fu¨r kF ∈ F und
δk⊥F gilt limδk→0(nkF+δk − nkF−δk) 6= 0. Bei endlichen Temperaturen verschwindet
diese Unstetigkeit - die k-Zusta¨nde werden entsprechend der Fermi-Dirac-Statistik
besetzt. Das Landausche Energiefunktional E = E[δn] (das wir so normieren, daß
seine Werte Energiedichten sind) beschreibt die A¨nderung der Energie des Systems in
Abha¨ngigkeit einer A¨nderung δn der Besetzung der k-Zusta¨nde
E[δn] =
∑
k

(0)
k δnk +
1
2
∑
k,k′
fkk′δnkδnk′ ; (I.1)
Spin-Abha¨ngigkeiten, insbesondere der Quasiteilchen-Wechselwirkung, wurden hier
unterdru¨ckt; sie werden fu¨r konkrete Berechnungen natu¨rlich relevant sein. Die Energie
eines Quasiteilchens mit Impuls k bei einer vorgegebenen Besetzung ist dann durch
k =
δE
δnk
= 
(0)
k +
∑
k′
fkk′δnk′ (I.2)
gegeben: die Quasiteilchen-Wechselwirkung fkk′ vera¨ndert also die Dispersionsrelation
der Anregungen, und die Besetzung der Zusta¨nde gema¨ß der Fermi-Dirac-Statistik
wird natu¨rlich durch die wechselwirkende Dispersionsrelation bestimmt!
I.1.1 Die Pomeranchuk-Instabilita¨t
Voraussetzung fu¨r die Stabilita¨t der Fermiflu¨ssigkeit ist, daß eine Verschiebung der Fer-
mifla¨che (bei festem chemischen Potential) stets ein Anwachsen des Energiefunktionals
zur Folge hat. Fu¨r infinitesimale Verschiebungen δsk mit k = kF der Fermifla¨che und
1wobei wir uns mit diesem Begriff auch auf Gitter-Translationsinvarianz beziehen
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die zugeho¨rige A¨nderung δn der Quasiteilchen-Verteilung definieren wir eine Matrix
Kkk′ =
δ2E
δskδsk′
. (I.3)
Wegen der Beziehung ∑
k∈B
δnk F (k) =
∑
k∈F
δsk F (k) (I.4)
fu¨r Funktionen F , die an der Fermifla¨che stetig sind, der Identita¨t∑
k∈B
δnk (k− kF ) · vkF =
1
2
∑
k∈F
(δsk)
2|vk| (I.5)
(mit vk = ∂
(0)/∂k) sowie wegen (0) = vkF · (k−kF ) in der Na¨he der Fermifla¨che hat
K die Darstellung
Kkk′ = |vk|δkk′ + fkk′ , (I.6)
und das Energiefunktional ist durch die quadratische Form
E =
1
2
∑
k,k′∈F
Kkk′ δskδsk′ (I.7)
gegeben. Das Funktional E besitzt also bei δs ≡ 0 ein lokales Minimum, falls alle
Eigenwerte der Matrix K positiv sind; anderenfalls stellt Gl.(I.7) nur eine Entwick-
lung um einen instabilen Sattelpunkt dar. Physikalisch ko¨nnen wir das Auftreten eines
negativen Eigenwertes, das als Pomeranchuk-Instabilita¨t bezeichnet wird, wie folgt in-
terpretieren [18]: Eine Verformung der Fermifla¨che, deren Geometrie durch den zum
genannten Eigenwert geho¨rigen Eigenvektor gegeben ist, verringert die Energie des
Systems, d.h. das System mit der gegebenen Fermifla¨che befindet sich nicht im Grund-
zustand - die Fermifla¨che ist instabil. Allerdings la¨ßt die quadratische Na¨herung (I.7)
keine Bestimmung des tatsa¨chlichen Grundzustands zu.
I.1.2 Die Cooper-Instabilita¨t
Einem Argument von Kohn und Luttinger [19] zufolge weisen Systeme wechselwir-
kender Fermionen in drei Dimensionen auch bei einer repulsiven nackten Kopplung
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eine Cooper-Instabilita¨t auf, falls die Dispersionsrelation die Eigenschaft ξ−k = ξk
besitzt.2 Ursache der Instabilita¨t ist eine effektive Anziehung zweier Fermionen mit
(Kristall-)Impulsen k und −k sowie nichtverschwindendem Relativdrehimpuls l ≥ 1,
die durch Beitra¨ge ho¨herer Ordnungen der Sto¨rungstheorie generiert wird. Auch im
Falle des zweidimensionalen Jellium-Modells, das Elektronen mit der freien Disper-
sionsrelation k = k
2/(2m) und einer lokalen, repulsiven Wechselwirkung beschreibt,
haben Chubukov [21] sowie Feldman et al. [22] die in drei Dimensionen bereits be-
kannte [23] Existenz einer solchen effektiven Anziehung fu¨r l = 1 (man spricht von
p-Wellen-Supraleitung) durch Bestimmung der sto¨rungstheoretischen Beitra¨ge zweiter
und dritter Ordnung explizit gezeigt. Liegen in dem System keine weiteren Instabi-
lita¨ten vor, so wird es also einen supraleitenden Grundzustand besitzen. Allerdings
ist die von Kohn und Luttinger abgescha¨tzte Temperaturskala, auf der das System in
die supraleitende Phase u¨bergeht, sehr klein, sodaß fu¨r das Vorliegen eines unkonven-
tionellen (d.h. nicht durch das BCS-Modell beschriebenen) Supraleiters bei physika-
lisch zuga¨nglichen Bedingungen ein Mechanismus erforderlich ist, der fu¨r eine deutlich
versta¨rkte effektive Anziehung zwischen den Fermionen sorgt.
Die Existenz einer supraleitenden Phase unterhalb einer kritischen Temperatur Tc
mit spontaner Brechung der lokalen U(1)-Symmetrie und einer damit verbundenen
langreichweitigen Ordnung (bzw. einer quasi-langreichweitigen Ordnung in d = 2 [3])
wird in den genannten Fermi-Systemen durch eine nichttriviale Lo¨sung ψ der Bethe-
Salpeter-Gleichung
ψσ1σ2(p) = −
T
2
∑
n
∑
σ′1σ
′
2
∫
ddk
(2pi)d
Iσ1σ2σ′1σ′2(p, 0, k)|G(k)|2ψσ′1σ′2(k) (I.8)
fu¨r T = Tc signalisiert (dabei bezeichnet G die volle Einteilchen-Greenfunktion; das
Argument ist durch k = (ωn,k) gegeben); die Zweiteilchen-Vertices Γ und I erfu¨llen
die Relation
2Dies ist allerdings in den meisten Systemen gegeben. Fu¨r eine Klasse fermionischer Systeme, in denen
diese Symmetrie nicht vorhanden ist, kann man in der Tat das Vorliegen einer Fermiflu¨ssigkeit bei T = 0
zeigen [20].
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Γσ1σ2σ′′1 σ′′2 (p, q, p
′) = Iσ1σ2σ′′1 σ′′2 (p, q, p
′)
− T
2
∑
n
∑
σ′1σ
′
2
∫
ddk
(2pi)d
Iσ1σ2σ′1σ′2(p, q, k)
· G
(q
2
− k
)
G
(q
2
+ k
)
Γσ′1σ′2σ′′1 σ′′2 (k, q, p
′) (I.9)
(I ist also der Teilchen-Teilchen-irreduzible Anteil der Vertexfunktion Γσ1σ2σ′′1 σ′′2 (p, q, p
′);
die ein- bzw. auslaufenden Fermionen tragen dabei die Energie-Impulse und Spins
(q/2−p, σ1) und (q/2 +p, σ2) bzw. (q/2−p′, σ′′1) und (q/2 +p′, σ′′2)). Aus der Struktur
der Gleichung (I.9) folgt, daß wir das Auftreten einer nichttrivialen Lo¨sung der Bethe-
Salpeter-Gleichung als eine Singularita¨t der vollen Vertexfunktion fu¨r zwei Elektronen
mit Gesamtimpuls 0 identifizieren ko¨nnen [24]. Wir werden uns im folgenden auf den
Fall einer Singulett-Paarung konzentrieren. Hier ist ψ von der Form
ψσ1σ2(k) =
1
2
(δσ1↑δσ2↓ − δσ1↓δσ2↑)χ(k) (I.10)
mit χ(−k) = χ(k), und aus Gl.(I.8) folgt
χ(k′) = −T
2
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
I↑↓↑↓(k′, 0, k) |G(k)|2 χ(k)
+
T
2
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
I↑↓↓↑(k′, 0, k) |G(k)|2 χ(k). (I.11)
Fu¨r Paarung im Spin-Triplett-Kanal la¨ßt sich eine analoge Formulierung finden. Wir
werden spa¨ter sehen, daß Lo¨sungen der obigen Eigenwertgleichung in engem Zusam-
menhang mit der Gapfunktion im supraleitenden Zustand stehen. Insbesondere ist
die Symmetrie der Gapfunktion durch die Symmetrie der Lo¨sung von Gl.(I.8) zum
gro¨ßten Eigenwert gegeben.
I.1.3 Sto¨rungstheorie
Gl.(I.9) kann als Aufsummation aller Teilchen-Teilchen-Leiterdiagramme aufgefaßt
werden (der irreduzible Vertex I entspricht den Sprossen der Leiter); erst diese Auf-
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= +
Abb. I.1.1: Der Zusammenhang der vollen (reduziblen) Vertexfunktion Γ (grau gezeichnet)
und des Teilchen-Teichen-irreduziblen Anteils I
summation fu¨hrt bei der kritischen Temperatur Tc zu einer Singularita¨t in Γ . Der In-
tegralkern in Gl.(I.8) kann jedoch zumindest dann, wenn die Fermifla¨che u¨berall eine
endliche und von der Null weg beschra¨nkte Kru¨mmung aufweist (sodaß insbesondere
Nesting-Eigenschaften ausgeschlossen sind), in Sto¨rungstheorie entwickelt werden. In
Modellen mit attraktiver Wechselwirkung (vgl. das BCS-Modell der herko¨mmlichen
Supraleitung) fu¨hrt bereits die erste Ordnung zu einer Instabilita¨t; in Modellen mit
repulsiver Wechselwirkung mu¨ssen ho¨here Ordnungen betrachtet werden.
= +
 
+
Abb. I.1.2: Sto¨rungsentwicklung des irreduziblen Vertex I↑↓↑↓ im Hubbard-Modell
So lauten die Terme zweiter Ordnung im Hubbard-Modell
I
(2)
↑↓↑↓(k
′, 0, k) = U2Π (k′ + k)
I
(2)
↑↓↓↑(k
′, 0, k) = − U2Π (k′ − k) (I.12)
mit Π (q) = −T
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
G0(k − q) G0(k), (I.13)
I.2. MOLEKULARFELDTHEORIE KOEXISTIERENDER INSTABILITA¨TEN 15
(denn: in der symmetrisierten Schreibweise ist die nackte Hubbard-Wechselwirkung
von der Form U(δσ1σ1′δσ2σ2′ − δσ1σ2′δσ2σ1′ ); formuliert man die Sto¨rungstheorie in der
unsymmetrisierten Schreibweise, so heben sich die Beitra¨ge des Vakuumpolarisations-
diagramms und der Vertexkorrektur gegenseitig auf). Die Bethe-Salpeter-Gleichung
(I.11) wird in dieser Ordnung zu
χ(k′) = −UT
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
[1 + UΠ (k′ + k)] |G(k)|2 χ(k), (I.14)
wobei das Symbol G hier noch fu¨r die volle Einteilchen-Greenfunktion steht, die ihrer-
seits im Bereich der Instabilita¨t durch Beitra¨ge hoher Ordnungen der (vollen) Vertex-
funktion renormiert wird. In den folgenden Kapiteln wird noch zu pra¨zisieren sein,
inwieweit die Ersetzung durch den nichtwechselwirkenden Propagator G0 qualitativ
richtige Ergebnisse liefert.
I.2 Molekularfeldtheorie koexistierender Instabilita¨ten
Die in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten Instabilita¨ten der normalen Phase
wechselwirkender Fermionen fu¨hren im allgemeinen zu einem U¨bergang des Systems
in eine symmetriegebrochene Phase. Ein erster Zugang zur Behandlung des Grund-
zustands ist - wie in der BCS-Theorie - die Formulierung eines effektiven Hamilton-
operators und die Diagonalisierung desselben im Rahmen der Molekularfeldna¨herung.
Das in Kapitel I.1 eingefu¨hrte Energiefunktional etwa la¨ßt sich durch die Ersetzung
δnk → : nˆk : = ψ†kψk−〈nˆk〉0 (wobei das Symbol 〈. . .〉0 fu¨r Erwartungswerte im vorgege-
benen Fermisee steht; das Symbol 〈. . .〉 bezeichnet Erwartungswerte im tatsa¨chlichen
Grundzustand) in die Form eines auf die Beitra¨ge der Vorwa¨rtsstreuung reduzierten
Hamiltonoperators
H =
∑
k
ψ†k(
(0)
k − µ)ψk +
1
2
∑
k,k′
fkk′ : ψ
†
k′ψk′ : : ψ
†
kψk : (I.15)
bringen (mit dem chemischen Potential µ wird die Dichte des Systems eingestellt), und
der zugeho¨rige Molekularfeld-Hamiltonoperator (in dem Terme der OrdnungO((ψ†kψk−
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〈nˆk〉)2
)
vernachla¨ssigt sind) lautet
HMF =
∑
k
[
ψ†k(
(0)
k − µ− δµk)ψk +
δµk
2
(〈nˆk〉+ 〈nˆk〉0)] (I.16)
mit δµk =
∑
k′
fkk′ (〈nˆk′〉0 − 〈nˆk′〉) . (I.17)
Wegen
〈nˆk〉 = 1
exp
[
β(
(0)
k − µ− δµk)
]
+ 1
bestimmt Gl.(I.17) fu¨r endliche Temperaturen T = 1/β selbstkonsistent die durch die
Wechselwirkung hervorgerufenen lokalen Verschiebungen des chemischen Potentials.
Weiter folgt aus der Wahl der Parameter (0) und µ, daß die Wahl 〈nˆk〉 = 〈nˆk〉0 fu¨r
δµ ≡ 0 eine Lo¨sung der Gleichungen (I.17) und
〈nˆk〉 = lim
β→∞
1
exp
[
β(
(0)
k − µ− δµk)
]
+ 1
(I.18)
darstellt; allerdings ist diese Lo¨sung instabil, falls die in Gl.(I.3) definierte Matrix K,
die sich fu¨r kleine Verschiebungen δsk der Fermifla¨che auch als
Kkk′ =
δµk
δsk′
(I.19)
schreiben la¨ßt, einen negativen Eigenwert besitzt. Wa¨hrend die Entwicklung (I.7) des
Energiefunktionals bis zur zweiten Ordnung nur ein Kriterium fu¨r das Vorliegen ei-
ner Pomeranchuk-Instabilita¨t liefert, erlaubt Gl.(I.18) die selbstkonsistente Bestim-
mung der mit dem tatsa¨chlichen Grundzustand des Systems verbundenen, vera¨nderten
Quasiteilchen-Dispersionsrelation.
Die gleichberechtigte Beru¨cksichtigung von Supraleitung und Pomeranchuk-Insta-
bilita¨t im Rahmen der Molekularfeldna¨herung erfordert eine differenziertere Behand-
lung der Wechselwirkung des Systems. Wir werden die Quasiteilchen-Wechselwirkung
im Rahmen der Behandlung der Renormierungsgruppe aus einer effektiven Vertex-
funktion ableiten; fu¨r den Augenblick soll das Symbol Γ = Γ (p,q,p′) nur fu¨r die
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Formulierung eines geeigneten Hamiltonians dienen. Wir betrachten ein System, das
durch den Hamiltonoperator
H =
∑
k,σ
ψ†kσ(
(0)
k − µ)ψkσ
+
1
2
∑
p,q,p′;σ,σ′
ψ†q/2+p′σ′ψ
†
q/2−p′σ Γσσ′(p,q,p
′) ψq/2−p,σψq/2+p,σ′ (I.20)
beschrieben wird, und erlauben neben den normalen Erwartungswerten 〈ψ↑ψ†↑〉 und
〈ψ↓ψ†↓〉, die zu lokalen Verschiebungen des chemischen Potentials fu¨hren, auch das
Auftreten anomaler Erwartungswerte der Form 〈ψ↑ψ↓〉 bzw. 〈ψ†↓ψ†↑〉. Aufgrund der
Translationsinvarianz des Systems gilt 〈ψkσψ†k′σ〉 = δkk′〈ψkσψ†kσ〉 sowie 〈ψk↑ψk′↓〉 =
δk,−k′〈ψk↑ψ−k↓〉, sodaß wir den Meanfield-Hamiltonian als
HMF =
∑
k,σ
[
ψ†kσ(
(0)
k − µ− δµk)ψkσ +
δµk
2
〈nˆkσ〉
]
+
∑
k
[
∆kψ
†
−k↓ψ
†
k↑ + ∆
∗
kψk↑ψ−k↓ − F ∗k∆k
]
(I.21)
- mit δµk := δµkσ = −
∑
k′σ′
fσσ
′
kk′ 〈nˆk′σ′〉 und ∆k :=
∑
k′
Vkk′Fk′ - schreiben ko¨nnen;
weiter haben wir in Gl.(I.21) die Definitionen
fσσ
′
kk′ := Γσσ′
(
k′−k
2
,k + k′, k−k
′
2
)
,
Vkk′ :=
1
2
[Γ↑↓(k, 0,k′) + Γ↓↑(−k, 0,−k′)]
sowie Fk := 〈ψk↑ψ−k↓〉 verwendet. Wir ko¨nnen HMF durch die aus der BCS-Theorie
bekannte Bogoliubov-Transformation diagonalisieren, und erhalten mit
〈nˆk〉 = 〈nˆk↑〉+ 〈nˆk↓〉 und Ek =
√
(
(0)
k − µ− δµk)2 + |∆k|2 :
HMF =
∑
k
Ek
(
α†kαk + β
†
kβk
)
+
∑
k
(
ξk − Ek − F ∗k∆k +
δµk
2
〈nˆk〉
)
. (I.22)
Aus der Statistik
〈β†kβk〉 = 〈α†kαk〉 =
1
eβEk + 1
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der Bogoliubov-Quasiteilchen folgen die Erwartungswerte
〈nˆkσ〉 = 1
2
(
1− 
(0)
k − µ− δµk
Ek
tanh
βEk
2
)
(σ =↑, ↓) (I.23)
Fk = − ∆k
2Ek
tanh
βEk
2
(I.24)
sowie die Meanfield-Gleichungen
δµk =
∑
k′,σ′
fσσ
′
kk′
2
(

(0)
k′ − µ− δµk′
Ek′
tanh
βEk′
2
− 1
)
(σ =↑, ↓) (I.25)
∆k = −
∑
k′
Vkk′
∆k′
2Ek′
tanh
βEk′
2
. (I.26)
Nichttriviale Lo¨sungen der Gapgleichung (I.26) existieren erst unterhalb einer kriti-
schen Temperatur Tc. Das Verschwinden der Gapfunktion ∆ fu¨r T ↗ Tc fu¨hrt dazu,
daß Gl.(I.26) in diesem Limes in die lineare Gleichung
χk = −
∑
k′
Vkk′
χk′
2Ek′
tanh
βEk′
2
(I.27)
mit β = 1/Tc und Ek = |(0)k −µ−δµk| u¨bergeht. Tatsa¨chlich ist Gl.(I.27), die mithin ein
Kriterium fu¨r die kritische Temperatur liefert, eng mit der Bethe-Salpeter-Gleichung
(I.11) des vorangegangenen Kapitels I.1.2 verbunden, obgleich die Matrix Vkk′ nicht
direkt mit dem irreduziblen Anteil der Vertexfunktion identifiziert werden kann (vgl.
das folgende Kapitel II.1.2).
Die Formulierung einer Molekularfeldtheorie ist sicherlich der einfachste Ansatz ei-
ner selbstkonsistenten Bestimmung des Grundzustands, und in einem System wie dem
repulsiven Hubbard-Modell, auf das wir spa¨ter ausfu¨hrlich eingehen werden, wird im
Rahmen der MFT keine spontane Symmetriebrechnung auftreten, die wie die Supra-
leitung mit einer Weak-Coupling-Instabilita¨t verbunden ist. Wir werden jedoch in den
folgenden Kapiteln sehen, daß die Renormierungsgruppe in diesem Modell eine effekti-
ve, k-abha¨ngige Wechselwirkung fu¨r Zusta¨nde in der Na¨he der Fermifla¨che generiert,
sodaß eine Mean-Field-Beschreibung des effektiven Modells nichttriviale Ergebnisse
und insbesondere eine Cooper-Instabilita¨t liefert. In diesem Zusammenhang wird auch
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gezeigt werden, wie die in Gl.(I.20) verwendete Funktion Γ aus Beitra¨gen hochenerge-
tischer Moden generiert wird, und inwieweit wir sie mit der Zweiteilchen-irreduziblen
Vertexfunktion I einer effektiven Niederenergie-Theorie identifizieren ko¨nnen.
Den Gro¨ßen δµk und ∆k wird in der Sprache der Renormierungsgruppe die Rol-
le von Gegentermen zugewiesen, die - falls das System keine weiteren Instabilita¨ten
besitzt - die Formulierung einer nichtsingula¨ren, renormierten Sto¨rungstheorie zulas-
sen. Daru¨berhinaus werden wir die Gleichungen (I.25) und (I.26) in spa¨teren Kapiteln
systematisch um Beitra¨ge ho¨herer Ordnungen erweitern ko¨nnen. Wir werden dort
allerdings nicht mit einer effektiven Wechselwirkung auf kleinen Energieskalen arbei-
ten, sondern zeigen, daß wesentliche physikalische Eigenschaften des dort betrachteten
Hubbard-Modells auch ohne den Umweg einer (im allgeneinen ohnehin nur na¨herungs-
weise bekannten) Abbildung auf eine effektive Theorie sto¨rungstheoretisch zuga¨nglich
sind. Dieser Ansatz vermeidet auch die Schwierigkeiten einer Sto¨rungsentwicklung (in
Γ ) im Rahmen der effektiven Niederenergie-Thoerie, die nicht notwendig durch einen
kleinen Parameter kontrolliert wird.
TEIL II
SINGULARITA¨TEN UND
RENORMIERUNG
Mit der Formulierung der quantenmechanischen Sto¨rungstheorie fu¨r wechselwirkende
Vielteilchensysteme in den dreißiger und vierziger Jahren (sei es im Rahmen der An-
wendung quantenfeldtheoretischer Methoden in der statistischen Physik oder auch der
zu dieser Zeit formulierten Quantenelektrodynamik) [26] wurde der Zugang zu einer
theoretischen Beschreibung wie auch zur Lo¨sung vieler physikalischer Probleme ge-
schaffen. Die Auswertung der Sto¨rungstheorie jenseits der ersten Ordnung zeigte aller-
dings, daß ganze Klassen von Beitra¨gen zu divergenten Integralen fu¨hren [27]. Diese Di-
vergenzen ru¨hren zum einen (im Falle der QED) vom langsamen Abfall der Einteilchen-
Greenfunktion bei großen Energien und Impulsen (man spricht von Ultraviolettdiver-
genzen) her, zum anderen (in Modellen, deren Einteilchen-Spektrum durch beliebig
kleine Anregungsenergien gekennzeichnet ist) von nichtintegrablen Singularita¨ten im
Inneren des Integrationsgebiets, die auftreten, falls die Pole mehrerer Einteilchen-
Propagatoren zusammenfallen. In manchen Fa¨llen ist die Wick-Zerlegung selbst Ur-
sache solcher Singularita¨ten: Einzelne Beitra¨ge zur Sto¨rungstheorie, die durch An-
wendung des Wick-Theorems generiert werden, ko¨nnen fu¨r sich divergieren, wa¨hrend
die Summe mehrerer Beitra¨ge aufgrund von Ward-Identita¨ten ein regula¨res Verhal-
ten zeigt [25]. Eine Resummation von Klassen von Feynman-Diagrammen kann auch
erforderlich sein, falls der Zustand eines Systems sich nicht aus einem vorgegebenen
20
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(ungesto¨rten) System durch eine systematische Entwicklung nach einem kleinen Para-
meter ableiten la¨ßt. Wie wir spa¨ter sehen werden, muß fu¨r ein vernu¨nftiges Kon-
vergenzverhalten der Sto¨rungstheorie das ungesto¨rte System hinreichend nahe am
wechselwirkenden System liegen (dies bezieht sich etwa auf das Auftreten spontaner
Symmetriebrechnung oder gebundener Zusta¨nde), um im Rahmen der Sto¨rungstheorie
keine singula¨ren Korrekturen zur Einteilchen-Greenfunktion zu generieren.
Wa¨hrend Divergenzen in Diagrammen niedriger Ordnung meist durch die Sum-
mation aller Beitra¨ge der gegebenen Ordnung (vgl. [28]) oder auch durch die Anwen-
dung geeigneter Subtraktionsschemata [10, 29] verschwinden, ist fu¨r die Untersuchung
von Instabilita¨ten in der Regel die Betrachtung hoher Ordnungen bzw. die Hinzu-
nahme nichtsto¨rungstheoretischer Konzepte erforderlich. Eine wichtige Rolle spielt in
diesem Zusammenhang das Konzept der Renormierungsgruppe, das zumindest im Be-
reich schwacher Kopplung geeignet ist, die wesentlichen Beitra¨ge hoher Ordnungen
der Sto¨rungstheorie ohne die genaue Kenntnis einzelner Diagramme zu resummieren.
Wir werden im folgenden Kapitel II.1 auf einige Aspekte der Renormierung ein-
gehen, um die in Kapitel II.2 vorgestellte Anwendung auf den Fall konkurrierender
Instabilita¨ten und spontaner Symmetriebrechung zu motivieren.
II.1 Das Konzept der Renormierungsgruppe
Die Formulierung der Theorie der Renormierungsgruppe, die zuna¨chst als ein Kon-
zept der Beschreibung kritischer Pha¨nomene geschaffen wurde, geht auf die experi-
mentelle Beobachtung einer skaleninvarianten Physik von Systemen in der Na¨he eines
Phasenu¨bergangs zuru¨ck. Von Wilson [30] wurde ein Schema entwickelt, in dessen
Rahmen hochenergetische Moden sukzessive ausintegriert werden, um eine effektive,
auf großen La¨ngenskalen gu¨ltige Niederenergie-Theorie zu erhalten, die das kritische
Verhalten eines Systems durch wenige ‘relevante’ Parameter beschreibt.
Es hat sich gezeigt, daß dieses Verfahren auch fu¨r die Behandlung von Model-
len wechselwirkender Fermionen, deren Physik auf niedrigen Energieskalen vom be-
kannten Fermiflu¨ssigkeits-Szenario abweicht, geeignet ist, speziell wenn dort - wie im
Hubbard-Modell - verschiedene Infrarot-Instabilita¨ten miteinander konkurrieren. Wir
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werden im folgenden eine Version der RG fu¨r Systeme wechselwirkender Fermionen
vorstellen, in der die effektive Niederenergie-Theorie von einem kontinuierlichen Para-
meter Λ abha¨ngt. Dieser ‘Infrarot-Cutoff’ stellt eine Energieskala dar, die den Bereich
hochenergetischer (‘harter’) Moden vom - fu¨r die Untersuchung von Instabilita¨ten in-
teressanten - Niederenergiebereich trennt. Ausgehend von einer nichtsto¨rungstheoreti-
schen Renormierungsgruppengleichung fu¨r das erzeugenden Funktional einer Theorie
wechselwirkender Fermionen wurden verschiedene sto¨rungstheoretische Konzepte zur
Bestimmung von Greenschen Funktionen entwickelt. Es sei angemerkt, daß auch die
inverse Gro¨ße eines Systems oder die Temperatur die Rolle des Infrarotcutoffs spielen
ko¨nnen.
Wir betrachten ein Modell wechselwirkender Fermionen, dessen (‘mikroskopische’)
Wirkung
S[ψ¯, ψ] =
∫
k
ψ¯k
[
ik0 − k + µ(0)
]
ψk (II.1)
− 1
4
∫
p,q,p′
ψ¯q/2+p′ψ¯q/2−p′Γ (0)(p, q, p′)ψq/2−pψq/2+p.
(Spin-Indizes wurden hier unterdru¨ckt) noch von allen Freiheitsgraden abha¨ngt. Die
Zustandssumme Z la¨ßt sich als
Z =
∫
D[ψ¯, ψ] eS[ψ¯,ψ] (II.2)
schreiben (Notation siehe Anhang A). Die effektive Wirkung auf der Skala Λ ist durch
exp
{
SΛ[ψ¯, ψ]
}
:=
∫
D>Λ[ψ¯, ψ] eS[ψ¯,ψ] (II.3)
gegeben [25]; das Symbol ‘> Λ’ in Gl.(II.3) steht fu¨r die Einschra¨nkung des Funk-
tionalintegrals auf die harten Moden. Fu¨r die niederenergetischen Moden ko¨nnen wir
mit dieser Definition alle zusammenha¨ngenden n-Teilchen-Greenfunktionen aus dem
erzeugenden Funktional
Gc[χ¯, χ] = log
{
Z−1
∫
D<Λ[ψ¯, ψ] exp
{
SΛ[ψ¯, ψ] +
∫ <Λ
k
(
ψ¯kχk + χ¯kψk
) }}
(II.4)
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gewinnen. Auch die Zustandssumme la¨ßt sich nach Gl.(II.2) und (II.3) durch die ef-
fektive Wirkung wie folgt ausdru¨cken
Z =
∫
D<Λ[ψ¯, ψ] exp{SΛ[ψ¯, ψ]} . (II.5)
Die Auswertung des Funktionalintegrals in Gl.(II.3) la¨ßt sich im allgemeinen nicht ana-
lytisch durchfu¨hren, vielmehr ist man bei der Bestimmung des effektiven Niederenergie-
Funktionals SΛ auf die Anwendung von Na¨herungsverfahren angewiesen. Wir werden
uns im folgenden fu¨r Instabilita¨ten bei schwacher Kopplung - hauptsa¨chlich fu¨r die
Cooper-Instabilita¨t - interessieren. In diesem Bereich ko¨nnen wir die effektive Wirkung
nach Potenzen der Felder entwickeln:
SΛ[ψ¯, ψ] =
∫
k
ψ¯k
[
ik0 − k + µ(0) − Σ Λ(k)
]
ψk (II.6)
− 1
4
∫
p,q,p′
ψ¯q/2−p′ψ¯q/2+p′ Γ Λ(p, q, p′)ψq/2−pψq/2+p + O
[
(ψ¯ψ)3
]
;
alle Integrationen in Gl.(II.6) umfassen nur noch die ‘weichen’ Moden.
In der mathematischen Literatur1 konnten zum einen einige Eigenschaften des Re-
normierungsgruppen-Flusses in einer Klasse fermionischer Systeme rigoros abgeleitet
[32], zum anderen aber auch theoretische Grundlagen fu¨r eine numerische Behandlung
aufgezeigt werden [33]. Die in den letzten Jahren entwickelten Verfahren gehen dabei
von einer Entwicklung der exakten Renormierungsgruppengleichung (oder Flußglei-
chung) fu¨r das erzeugende Funktinal nach Potenzen der Grassmann-Felder aus (wobei
hier unterschiedliche Formulierungen mo¨glich sind). Die Koeffizienten dieser Entwick-
lung ko¨nnen im Limes Λ→ 0 mit den n-Teilchen-Greenfunktionen des Systems iden-
tifiziert werden; bei endlichen Werten des Cutoffs spielen sie, wie etwa in Gl.(II.6), die
Rolle effektiver Kopplungen. Wir werden die zugeho¨rigen Flußgleichungen in Anhang
A.1 herleiten, wobei wir uns im wesentlichen an die Formulierung von Salmhofer [33]
halten werden. Man erha¨lt ein System von gekoppelten, gewo¨hnlichen Differentialglei-
chungen, das im allgemeinen noch durch geeignete Na¨herungen vereinfacht werden
muß, um eine numerische Lo¨sung zu ermo¨glichen.
1hier wird zum Teil auch mit einer diskreten Abfolge von RG-Transformationen gearbeitet [31]
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Bereits in Rahmen der Behandlung der normalen Phase bedingt das Auftreten
der Selbstenergie-Korrekturen Σ Λ zum nichtwechselwirkenden Einteilchen-Propagator
die Notwendigkeit einer renormierten Sto¨rungstheorie, die der Verschiebung der Fer-
mifla¨che Rechnung tra¨gt. Wir werden im folgenden Kapitel das Konzept der Gegenter-
me vorstellen, das wir spa¨ter auch auf die symmetriegebrochene Phase in Supraleitern
erweitern werden. Anders als im Bereich der relativistischen Quantenfeldtheorien hat
dieser Ansatz, obgleich von Nozie`res [10] bereits in den sechziger Jahren fu¨r die formale
Behandlung der mit den durch Selbstenergiekorrekturen verursachten Verschiebungen
der Fermifla¨che verbundenen Singularita¨ten verwendet, fu¨r die Untersuchung stark
korrelierter Systeme bisher keine große Rolle gespielt. Erst in den letzten Jahren wur-
de von Feldman et. al. die Existenz einer wohldefinierten Sto¨rungsentwicklung gezeigt
[34], die auf der Verwendung von Gegentermen beruht. Dabei wurde zuna¨chst, ausge-
hend von einer renormierten Dispersionsrelation, eine Sto¨rungsreihe fu¨r die Fermion-
Selbstenergie (als Funktional dieser Dispersionsrelation) konstruiert [29], um dann
die Umkehrbarkeit jeder sto¨rungstheoretischen Approximation2 der Abbildung der re-
normierten auf die unrenormierte Dispersionsrelation (und damit der Abbildung der
tatsa¨chlichen auf die nichtwechselwirkende Fermifla¨che) zu zeigen [35].
Neben der Bestimmung der vollen Einteilchen-Greenfunktion ist insbesondere der
Fluß der Vertexfunktion Γ , die durch das Amputieren a¨ußerer Propagatoren aus der
Zweiteilchen-Greenfunktion G(2) hervorgeht (der Zusammenhang ist in Gl.(II.36) wei-
ter unten dargestellt), fu¨r das Studium der effektiven Niederenergie-Theorie eines
Systems wechselwirkender Fermionen interessant, da sich auftretende Instabilita¨ten
in einem singula¨ren Verhalten der Vertexfunktion a¨ußern.
Die in Anhang A.1 vorgestellte funktionale Renormierungsgruppe erlaubt im Falle
schwacher Kopplung eine systematische, durch die Sta¨rke der nackten Wechselwirkung
kontrollierte Entwicklung der Flußgleichungen in der Ordnung m der Loop-Integrale.
In der Ordnung m = 1 bestimmt die Vertexfunktion ihren eigenen Fluß; zudem kann
man durch eine Abscha¨tzung der Beitra¨ge ho¨herer Ordnungen zeigen, daß die Funktion
Γ die wesentlichen Renormierungen durch die Einloop-Terme erfa¨hrt. Man darf aller-
dings erwarten, daß (insbesondere, wenn der Begriff der Selbstenergie wie in Kap. II.2
2Anmerkung: Der Konvergenzradius dieser Sto¨rungsreihe verschwindet im allgemeinen
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geeignet erweitert wird) die im Rahmen der meisten bisher angewandten Verfahren
aus technischen Gru¨nden vernachla¨ssigten Korrekturen zum Einteilchen-Propagator
fu¨r ein Abschwa¨chen des singula¨ren Verhaltens der Vertexfunktion auf kleinen Skalen
sorgen.
II.1.1 Renormierung der Fermifla¨che
In elektronischen Systemen, die ein im Bereich der Fermienergie kontinuierliches Ein-
teilchen-Spektrum zeigen (sodaß eine Fermifla¨che existiert), fu¨hrt in der Regel bereits
eine beliebig schwache Kopplung zu einer Verschiebung der Fermifla¨che, und damit
zu einem Zusammenbrechen der naiven Sto¨rungstheorie, das sich in der Divergenz
der Beitra¨ge Einteilchen-reduzibler Selbstenergiediagramme zeigt. Die Ursache dieser
Singularita¨ten ko¨nnen wir sehen, wenn wir die rechte Seite der Dyson-Gleichung (bei
T = 0), der die Einteilchen-Greenfunktion G(k) = 1
ik0−ξk−Σ(k) genu¨gt, in Form einer
Potenzreihe entwickeln:
G(k) = G0(k) + G0(k)Σ (k)G(k)
=
∞∑
n=0
1
ik0 − ξk
(
Σ (k)
ik0 − ξk
)n
. (II.7)
Die in der Summe (II.7) auftretenden Potenzen 1
(ik0−ξk)p (ξk := k − µ(0)) des nackten
Propagators sind fu¨r p ≥ 2 nur dann integrabel, wenn die Beziehung
ξk = 0 ⇐⇒ Σ (0,k) = 0 (II.8)
erfu¨llt ist. Dies darf man im allgemeinen nicht erwarten, wenn man von der Dispersi-
onsrelation ξk des wechselwirkungsfreien Modells ausgeht.
3 Wir ko¨nnen die Sto¨rungs-
entwicklung jedoch wie folgt umformulieren [29]: Wir schreiben die unrenormierte
Dispersionsrelation als
ξk = e(k) + δµ(k) (II.9)
mit einem e(k), das die Eigenschaft
e(k) = 0 ⇐⇒ ξk + Σ (0,k) = 0 ⇐⇒: k ∈ F (II.10)
3Das folgende Verfahren la¨ßt sich auch als sto¨rungstheoretische Entwicklung um ein System auffassen, das
die Eigenschaft (II.8) besitzt.
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besitzt; wir bezeichnen die so definierte Menge F als wechselwirkende Fermifla¨che.
Der Gegenterm δµ(k) ist nicht eindeutig bestimmt, lediglich auf F muß die Beziehung
δµ(k) = −Σ (0,k) (II.11)
erfu¨llt sein. Formal ko¨nnen wir die wechselwirkende Einteilchen-Greenfunktion dann
wie folgt entwickeln:
1
ik0 − ξk − Σ (k) =
1
ik0 − e(k)− δµ(k)− Σ (k)
=
∞∑
n=0
1
ik0 − e(k)
(
δµ(k) + Σ (k)
ik0 − e(k)
)n
. (II.12)
Jeder Summand der Reihe (II.12) ist wegen (II.11) integrabel, d.h. wir erhalten ei-
ne renormierte Sto¨rungsentwicklung der Selbstenergie durch die Vorschrift, in allen
Einteilchen-irreduziblen Selbstenergie-Beitra¨gen die vollen Propagatoren 1
ik0−ξk−Σ(k)
durch die Entwicklung (II.12) zu ersetzen. Mit der Definition G˜(k) = 1
ik0−e(k) ko¨nnen
wir Gl.(II.12) als eine renormierte Dyson-Gleichung
G(k) = G˜(k) + G˜(k) (Σ (k) + δµ(k))G(k) (II.13)
fu¨r den Einteilchen-Propagator auffassen, die die in Abb. (II.1.1) gegebene diagram-
matische Darstellung besitzt.
+=
+
Abb. II.1.1: Renormierte Dyson-Gleichung fu¨r den Einteilchen-Propagator
Fu¨r den Augenblick werden wir die renormierte Dispersionsrelation e(k) (und da-
mit F) als bereits gegeben ansehen. Wir ko¨nnen Gl.(II.11) dann identisch erfu¨llen,
wenn wir den Gegenterm als δµ(k) = −(lΣ )(k) mit Hilfe eines Lokalisierungsopera-
tors l, der bei T = 0 durch
(lf)(k) := lim
k0→0
f(ik0, P (k)),
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definiert ist, festlegen. Die stetige Abbildung P : k 7→ kF projiziert alle Punkte der
Brillouinzone auf die wechselwirkende Fermifla¨che F .4
In der Sto¨rungsentwicklung der Selbstenergie treten alle Feynman-Diagramme der
‘unrenormierten’ Sto¨rungstheorie auf, wobei die Fermion-Linien den renormierten Pro-
pagator 1
ik0−e(k) repra¨sentieren. Jedes Selbstenergiediagramm g, das im Rahmen der
diagrammatischen Darstellung der Sto¨rungstheorie als Unterdiagramm auftritt, tra¨gt
als g − lg bei.
Nachdem die Selbstenergie Σ (k) von der Wahl des Gegenterms δµ abha¨ngt, ko¨nnen
wir diesen in der Praxis nur bis zu einer endlichen Ordnung R der Sto¨rungstheorie als
Funktional von e bestimmen: δµ = δµ(R)[e]. Die Lo¨sung e der Gleichung
ξ = e+ δµ[e] (II.14)
fu¨r ein gegebenes ξ = ξ(k) la¨ßt sich dann iterativ als Fixpunkt e = Φ[e] der Abbildung
Φ[e] = ξ − δµ[e] konstruieren. Voraussetzung fu¨r den in [35] konstruierten Beweis der
Konvergenz des Iterationsverfahrens
ej+1 = Φ[ej] = ξ − δµ[ej] (j ∈ N) (II.15)
gegen diesen Fixpunkt ist eine u¨berall positiv gekru¨mmte nichtwechselwirkende Fer-
mifla¨che sowie ein endlicher Abstand derselben zu den vanHove-Singularita¨ten der
unrenormierten Dispersionsrelation. Eine Anwendung ist etwa das Hubbard-Modell
mit endlichem t′ < 0 in der Na¨he halber Bandfu¨llung. Eine Konvergenz in R dieser
Entwicklung darf man im allgemeinen nicht erwarten. Die weiter unten im Zusam-
menhang mit der Cooper-Instabilita¨t behandelten Beitra¨ge hoher Ordnungen, die ja
tatsa¨chlich zu einem supraleitenden Grundzustand fu¨hren, sorgen dafu¨r, daß der Li-
mes R → ∞ des obigen Verfahrens - im Rahmen dessen das System ja stets eine
Fermiflu¨ssigkeit bleibt - fu¨r keinen endlichen Wert der Kopplungssta¨rke existiert.
4Eine genaue Festlegung des Projektionsverfahrens wird erst im Rahmen einer konkreten Auswertung der
renormierten Sto¨rungstheorie fu¨r ein gegebenes System notwendig. Fu¨r die folgenden Betrachtungen wird
neben der Stetigkeit nur die Eigenschaft P (kF ) = kF beno¨tigt.
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II.1.2 Einloop-RG und asymptotisches Verhalten der Vertexfunktion
Die in der Einfu¨hrung dieses Kapitels eingefu¨hrten kontinuierlichen Renormierungs-
gruppentransformationen ermo¨glichen die Bestimmung eines cutoff-abha¨ngigen erzeu-
genden Funktionals und davon abgeleiteter Vielteilchen-Greenfunktionen, die in der
effektiven Niederenergie-Theorie als Vertices auftreten, als Lo¨sungen eines Systems
gewo¨hnlicher Differentialgleichungen, in denen der Cutoff Λ die Rolle der unabha¨ngi-
gen Variablen spielt. Die Integration dieser Gleichungen ist im allgemeinen nicht ana-
lytisch durchfu¨hrbar und auch numerisch nur unter Verwendung von Na¨herungen mit
vertretbarem Aufwand mo¨glich. Allerdings erlaubt die relativ einfache Struktur der
Gleichungen im Bereich schwacher Kopplung auch ein qualitatives Versta¨ndnis des
Flusses hin zum effektiven Niederenergie-Modell. Im Falle einer Fermifla¨che, die keine
Nesting-Eigenschaft besitzt, existiert hier im allgemeinen eine Energieskala Λ0, unter-
halb derer der Fluß der Vertexfunktion Γ nur noch durch den BCS-Kanal getrieben
wird. Im Rahmen einer sto¨rungstheoretischen Betrachtung ko¨nnen wir als Anfangs-
bedingung den Teilchen-Teilchen-irreduziblen Anteil I der Vertexfunktion (der von
den ZS-Beitra¨gen der Renormierungsgruppen-Gleichungen generiert wird) einsetzen.
Die Renormierung des Einteilchen-Propagators durch Selbstenergie-Beitra¨ge ist im
Rahmen der Einloop-Na¨herung nicht beru¨cksichtigt; im Bereich der Energieskalen,
auf denen Instabilita¨ten auftreten, verliert diese Na¨herung ihre Gu¨ltigkeit allerdings
ohnehin. Jenseits dieser Energieskalen sollte auch die Hinzunahme von Selbstenergie-
korrekturen den Fluß der Vertexfunktionen qualitativ nicht vera¨ndern.
Wir werden das Verhalten der Vertexfunktion, das sich unter den obigen Annah-
men analytisch beschreiben la¨ßt, im folgenden im Rahmen der Wick-geordneten RG
ableiten [33] (siehe auch [36]). Wie in Anhang A.1 dargestellt, treten hier aufgrund
der Normalordnung - anders als in der weiter oben gewa¨hlten Formulierung der Re-
normierungsgruppe - auch Beitra¨ge der niederenergetischen Moden auf.
Die Vertexfunktion genu¨gt der (Operator-)Differentialgleichung
d
dΛ
Γk′k(Λ) =
∑
q
Γk′q(Λ)
dBq(Λ)
dΛ
Γqk(Λ)
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=
∑
q
Γk′q(Λ)
d [Bq(Λ)−Bq(Λ0)]
dΛ
Γqk(Λ) (II.16)
(wobei wir die Notation Γk′k(Λ) = Γ
Λ
S (k
′, 0, k) verwendet haben), die sich aus Gl.(A.19)
durch Amputation a¨ußerer Propagatoren und durch Einschra¨nken der β-Funktion auf
die (Einloop-)Beitra¨ge des BCS-Kanals ableiten la¨ßt; weiter ist fu¨r k = (iωn,k) der
Operator B durch
Bk(Λ) = |DΛ(k)|2/2
mit DΛ(k) = Θ(Λ−|ξk|)/(iωn− ξk) gegeben. Wird Λ0 so gewa¨hlt ist, daß Θ(Λ0−|ξk|)
u¨berall in der Brillouinzone gleich 1 ist, so lautet die Anfangsbedingung
Γk′k(Λ0) = IS(k
′, 0, k) := I↑↓↑↓(k′, 0, k)− I↑↓↓↑(k′, 0, k),
wobei der Ausdruck I fu¨r den Teilchen-Teilchen-irreduziblen Anteil (vgl. Kapitel I.1.2)
der Vertexfunktion Γ steht. Wir werden die Formulierung Γ (Λ0) beibehalten, zum
einen weil die folgenden Schritte von der spezifischen Wahl unabha¨ngig sind, zum
anderen weil einige der Vereinfachungen, die im folgenden Kapitel gemacht werden,
ein Λ0 erfordern, das bereits klein gegen die energetische Bandbreite des Modells ist
(hier ist Γ (Λ0) tatsa¨chlich als effektive Niederenergie-Vertexfunktion im Sinne von
Gl.(II.6) zu verstehen).
Die Differentialgleichung (II.16) la¨ßt sich elementar integrieren; man erha¨lt eine
Lo¨sung, die von der Form einer geometrischen Reihe ist:
Γk′k(Λ) =
∑
q
Γk′q(Λ0)
(
[1− [B(Λ)−B(Λ0)] Γ (Λ0)]−1
)
qk
(II.17)
mit [1− [B(Λ)−B(Λ0)] Γ (Λ0)]k′k = δk′k − Γk′k(Λ0)[Bk(Λ)−Bk(Λ0)]. (II.18)
Der Operator Γ (Λ) wird singula¨r, falls wie im Falle von Gl.(I.9) das Eigenwertproblem
χ(k′) =
∑
k
Γk′k(Λ0)[Bk(Λ)−Bk(Λ0)] χ(k) (II.19)
eine nichttriviale Lo¨sung besitzt. Wir werden auf die Auswertung von Gl.(II.19) weiter
unten zuru¨ckkommen. Zuna¨chst soll jedoch die Konsequenz dieser Singularita¨t auf die
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Paarsuszeptibilita¨t betrachtet werden. Wir lo¨sen dazu die Einloop-RG-Gleichung fu¨r
den Vertexteil
d
dΛ
Rk′(Λ) =
∑
q
Γk′q(Λ)
dBq(Λ)
dΛ
Rq(Λ)
=
∑
q
Γk′q(Λ)
d [Bq(Λ)−Bq(Λ0)]
dΛ
Rq(Λ). (II.20)
Es gilt
Rk(Λ) =
∑
q
Rq(Λ0)
(
[1− [B(Λ)−B(Λ0)] Γ (Λ0)]−1
)
qk
; (II.21)
insbesondere divergiert R(Λ), falls ein χ existiert, das Gl.(II.19) erfu¨llt, und die Pro-
jektion
∑
k
Rk(Λ0) χk nicht verschwindet, denn es gilt fu¨r alle Λ
′ 6= Λ:
∑
k′,k
Rk′(Λ
′) [1− [B(Λ′)−B(Λ0)] Γ (Λ0)]k′k χk =
∑
k
Rk(Λ0) χk 6= 0,
jedoch
∑
k
[1− [B(Λ)−B(Λ0)] Γ (Λ0)]k′k χk = 0 . (II.22)
Die zugeho¨rige Paarsuszeptibilita¨t genu¨gt der Differentialgleichung
d
dΛ
χ˜(Λ) = −4
∑
q
Rq(Λ)
dBq(Λ)
dΛ
Rq(Λ)
= −4
∑
q
Rq(Λ)
d [Bq(Λ)−Bq(Λ0)]
dΛ
Rq(Λ). (II.23)
Es gilt
χ˜(Λ) = −4
∑
k′,k
Rk′(Λ0)
[
Γ (Λ0)
−1]
k′k Rk(Λ) + const.; (II.24)
eine nichttriviale Lo¨sung der Bethe-Salpeter-Gleichung (II.19) fu¨hrt also auch zu einer
Divergenz der Paarsuszeptibilita¨t.
Fu¨r Temperaturen T , bei denen sich die Vertexfunktion Γ (Λ) fu¨r alle Werte des
Cutoffs Λ nicht singula¨r verha¨lt, sind die Gleichungen (II.17) und (I.9) im Limes Λ→ 0
bis auf die Form der Einteilchen-Greenfunktion a¨quivalent (man beachte, daß in G alle
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Selbstenergiekorrekturen enthalten sind, wa¨hrendDΛ0 den unrenormierten Propagator
darstellt), und wir ko¨nnen die Eigenwertgleichung (II.19) fu¨r Λ = 0 mit der Bethe-
Salpeter-Gleichung (I.11) identifizieren, denn offensichtlich la¨ßt sich Gl.(I.11) als Limes
Λ→ 0 der Gleichung
χ(k′) =
T
2
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
Γk′k(Λ0)
[|DΛ(k)|2 − |DΛ0(k)|2] χ(k) (II.25)
auffassen, die mit Gl.(II.19) identisch ist. Die obige Einloop-Na¨herung der Renormie-
rungsgruppengleichungen liefert mithin die korrekte Skalenabha¨ngigkeit der Vertex-
funktion, solange die Selbstenergiebeitra¨ge noch klein sind. Bei niedrigen Temperatu-
ren wird jedoch schon fu¨r endliche Λ ein Bereich starker Kopplung erreicht, in dem
diese Voraussetzung sicher nicht mehr erfu¨llt ist. Man sollte daher die Energieska-
la, die durch das Einloop-Tc gegeben ist, als diejenige Skala auffassen, auf der die
Einloop-Na¨herung ihre Gu¨ltigkeit verliert. Vor diesem Hintergrund werden wir, statt
bei einer endlichen Temperatur zu rechnen, die Lo¨sung von Gl.(II.19) bei T = 0 fu¨r ein
endliches Λc (das von der gleichen Gro¨ßenordnung wie das Einloop-Tc ist) betrachten.
Weiter vernachla¨ssigen wir die k0-Abha¨ngigkeit der Funktionen Γ und χ. Es gilt dann
χ(k′) =
1
2
∫
dk0
2pi
∫
ddk
(2pi)d
Γk′k(Λ0)
[|DΛ(k)|2 − |DΛ0(k)|2] χ(k); (II.26)
die k0-Integration la¨ßt sich analytisch durchfu¨hren, mit dem Ergebnis
χ(k′) =
∫
ddk
(2pi)d
Γk′k(Λ0)
Θ(Λ− |ξk|)−Θ(Λ0 − |ξk|)
4|ξk| χ(k). (II.27)
Es sei noch bemerkt, daß das Kriterium fu¨r die kritische Temperatur Tc = β
−1
χ(k′) = −
∫
ddk
(2pi)d
Γk′k(Λ0)
Θ(Λ0 − |ξk|)
4ξk
tanh
(
βξk
2
)
χ(k) (II.28)
lautet. Gl.(II.28) entspricht dem aus der BCS-Theorie bekannten Kriterium (vgl. [24]):
Mit den genannten Vereinfachungen liefert die Renormierungsgruppe also ein Ergeb-
nis, auf das uns auch eine passend formulierte Molekularfeldtheorie fu¨hrt. Diese Aus-
sage soll die Bedeutung der Renormierungsgruppenanalyse eines Systems, auch auf
Einloop-Niveau, nicht schma¨lern.
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Zum einen ermo¨glicht die Renormierungsgruppe im Gegensatz zur Mean-Field-
Theorie die gleichberechtigte Mitnahme aller Streukana¨le (tatsa¨chlich tragen neben
dem Cooper-Kanal ja auch die Teilchen-Teilchen-irreduziblen Diagramme, die - vor
allem im Falle einer Fermifla¨che, die die Nesting-Eigenschaft besitzt - singula¨re Bei-
tra¨ge liefern, zum Fluß der Kopplungen bei), ohne daß dazu eine vorherige Kenntnis
der verschiedenen Instabilita¨ten notwendig wa¨re.
Zum anderen ist die Vertexfunktion Γ in der Form, wie sie in den Meanfield-
Gleichungen (I.25) und (I.26) verwendet wurde, im allgemeinen ohnehin nicht durch
die Parameter des mikroskopischen Modells gegeben, sie wird vielmehr erst durch die
Integration harter Moden generiert; der Formulierung dieser Gleichungen liegt also
bereits der Gedanke der Renormierungsgruppe zugrunde (insbesondere muß man die
k-Summen als mit einem Cutoff versehen auffassen).
Auf niedrigen Energieskalen sorgen geometrische Einschra¨nkungen, die daher ru¨h-
ren, daß nur noch Moden, die die Beziehung |ξk| < Λ erfu¨llen (also in der Na¨he
der Fermifla¨che angeordnet sind), betrachtet werden, im allgemeinen fu¨r eine einfache
Klassifizierung der noch zum RG-Fluß beitragenden Streuprozesse; entsprechend ein-
geschra¨nkt ist die Anzahl der noch in Frage kommenden Instabilita¨ten des Systems.
In diesem Bereich sollte es sinnvoll sein, die - durch den Fluß auf ho¨heren Skalen gene-
rierten - Instabilita¨ten, die evtl. eine spontane Symmetriebrechung zur Folge haben,
mit Hilfe eines Meanfield-Ansatzes zu untersuchen.
II.1.3 Projektion der Bethe-Salpeter-Gleichung auf die Fermifla¨che
Die Einloop-Na¨herungen (II.27) und (II.28), die man auch als Ergebnisse der BCS-
Molekularfeldtheorie eines effektiven Modells auf der Skala Λ0 auffassen kann, lassen
sich im Hinblick auf eine numerische Auswertung noch vereinfachen, falls die Wahl
des Cutoffs Λ0 die verbleibenden Moden auf die unmittelbare Nachbarschaft der Fer-
mifla¨che einschra¨nkt. Wir gehen im folgenden davon aus, daß bis hin zum Wert Λ0 der
volle RG-Fluß integriert wurde, um die effektive Vertexfunktion Γk′k(Λ0) zu erhalten.
Nach der Transformationsformel lassen sich die Integrale (II.27) und (II.28) auch in
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der Form
χ(k′) =
∫
dξ
|vk|
dFξ(k)
(2pi)d
Γk′k(Λ0)
Θ(Λ− |ξ|)−Θ(Λ0 − |ξ|)
4|ξ| χ(k)
bzw. χ(k′) = −
∫
dξ
|vk|
dFξ(k)
(2pi)d
Γk′k(Λ0)
Θ(Λ0 − |ξ|)
4ξ
tanh
(
βξ
2
)
χ(k) (II.29)
darstellen; dabei bezeichnen die Mannigfaltigkeiten Fξ Fla¨chen konstanter Energie
ξk = ξ in der Brillouinzone. Dies fu¨hrt fu¨r ein hinreichend klein gewa¨hltes Λ0 und fu¨r
ein nichtsingula¨res Verhalten der Geschwindigkeit v innerhalb der Λ0-Schale um die
Fermifla¨che (hierfu¨r muß insbesondere Λ0  ξvH gelten) zu einer weiteren Vereinfa-
chung: Wir ko¨nnen fu¨r alle ξ ∈ [0,Λ0] das Integral u¨ber die Fla¨che Fξ durch seinen
Wert auf der Fermifla¨che F = F0 ersetzen. Man erha¨lt eine Eigenwertgleichung der
Form
λ−1χ(k′) =
∫
dF(k)
|vk| Γk
′k(Λ0) χ(k) (II.30)
mit λ =
1
(2pi)d
∫
dξ
Θ(Λ− |ξ|)−Θ(Λ0 − |ξ|)
4|ξ|
bzw. λ = − 1
(2pi)d
∫
dξ
Θ(Λ0 − |ξ|)
4ξ
tanh
(
βξ
2
)
, (II.31)
d.h. man muß zuna¨chst das Eigenwertproblem (II.30) lo¨sen, um dann aus den Glei-
chungen (II.31) den Cutoff Λc, bei dem der RG-Fluß divergiert, bzw. die kritische
Temperatur Tc zu gewinnen. Es gilt
Λc = Λ0e
2·(2pi)dλ; (II.32)
dabei ist fu¨r λ−1 der dem Betrage nach gro¨ßte negative Eigenwert einzusetzen.
Im repulsiven Hubbard-Modell (bei schwacher Kopplung) ist dieser Eigenwert von
der Form λ−1 = λ(2) U2 + λ(3) U3 + λ(4) U4 + . . . , also
λ =
1
λ(2) U2
(
1− λ
(3)
λ(2)
U +
(
λ(3)
λ(2)
)2
U2 − λ
(4)
λ(2)
U2 +O(U3)
)
. (II.33)
Setzt man die Entwicklung (II.33) in Gl.(II.32) ein, so liefern nach Gl.(II.32) alle in
(II.33) explizit aufgefu¨hrten Terme im Limes U → 0 einen endlichen Beitrag. Selbst
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bei schwacher Kopplung muß also der Vertex Γ (Λ0) bis zur vierten Ordnung in U
entwickelt werden, um das korrekte Λc (bzw. die korrekte kritische Temperatur) zu
erhalten.
II.2 Der supraleitende Zustand
Wa¨hrend in den vergangenen Kapiteln die Analyse der Cooper-Instabilita¨t der nor-
malen Phase mit Hilfe der Renormierungsgruppe im Vordergrund stand, soll in den
folgenden die supraleitende Phase selbst untersucht werden. Wir werden den in An-
hang A.2 vorgestellten Nambu-Formalismus [38] verwenden, um bei Temperaturen
unterhalb der kritischen Temperatur Tc nichtverschwindende Erwartungswerte zwei-
er Erzeugungs- oder Vernichtungsoperatoren zuzulassen (vgl. Kapitel I.2). Eine echte
Brechung der U(1)-Symmetrie existiert fu¨r endliche Temperaturen nur in Dimensionen
d > 2 [2]; in zwei Dimensionen wird man unterhalb von Tc ein Kosterlitz-Thouless-
Verhalten der Korrelationsfunktionen finden [3]. In realen, quasi-zweidimensionalen
Systemen mit einer ausgepra¨gten Schichtstruktur sorgt eine schwache Kopplung zwi-
schen den Ebenen dafu¨r, daß unterhalb von Tc tatsa¨chlich ein symmetriegebrochener
Zustand vorliegt. Nachdem wir uns fu¨r eine Anwendung der weiter unten entwickel-
ten Verfahren auf zweidimensionale Systeme interessieren, werden wir uns, um diese
Schwierigkeiten zu umgehen, im weiteren auf den Grundzustand konzentrieren. Dies
ist auch im Hinblick auf die Formulierung einer renormierten Sto¨rungstheorie notwen-
dig, denn die im allgemeinen frequenzabha¨ngigen Korrelationsfunktionen erlauben bei
endlichen Temperaturen keine Definition des Gegenterms ∆(k) durch ein Projektions-
verfahren, wie es in Kapitel II.1.1 angewandt wurde [39].
II.2.1 Nambu-Formalismus und Dyson-Gleichung
Das Zusammenfassen von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu Vektoren der
Form
Ψ(k) =
(
ψ↑(k)
ψ†↓(−k)
)
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(Nambu-Spinoren, s. Anhang A.2) erlaubt die kompakte Darstellung aller im sym-
metriegebrochenen Zustand auftretenden Einteilchen-Greenfunktionen in Form eines
(matrixwertigen) Propagators, fu¨r den wir im folgenden das Symbol G wa¨hlen. Wir
definieren die Gapfunktion ∆(k) sowie den Selbstenergiebeitrag Σ (k) zum Fermion-
Propagator durch(
Σ (k) −∆(k)
−∆∗(k) −Σ (−k)
)
= G−10 (k)−G−1(k) (II.34)
mit G−10 (k) =
(
iωn − ξk 0
0 iωn + ξk
)
.
Im Falle einer lokalen (Hubbard-)Wechselwirkung U erfu¨llt der Nambu-Propagator G
die Bewegungsgleichung[
G−10 (k)G(k)
]
αβ
= δαβ −U T 2
∑
n1,n2
∫
ddk1
(2pi)d
ddk2
(2pi)d
Kαβ(k1, k2; k, k1 + k2− k), (II.35)
die sich aus den Heisenberg-Bewegungsgleichungen fu¨r die Operatoren Ψ(k) ergibt. Es
folgt die Dyson-Gleichung
G−10 αβ(k) = G
−1
αβ(k)− U T 2
∑
n1,n2
∫
ddk1
(2pi)d
ddk2
(2pi)d
Kαα′(k1, k2; k, k1 + k2 − k)G−1α′β(k),
die von der Form (II.34) ist. Die Matrix K ist durch die Zweiteilchen-Greenfunktion
G
(2)
αβ;α′β′(k1, k2; k, k1 + k2 − k) = Gαα′(k1)Gββ′(k2) δ(k1 − k)
− Gαβ′(k1)Gβα′(k2) δ(k2 − k)
+ Gαγ(k1)Gβδ(k2)Γγδ;γ′δ′(k1, k2; k, k1 + k2 − k)
· Gγ′α′(k)Gδ′β′(k1 + k2 − k) (II.36)
wie folgt bestimmt (Notation siehe Anhang A.2.2):
Kαα′(k1, k2; k, k1 + k2 − k) = G(2)αα¯;α′α¯(k1, k2; k, k1 + k2 − k).
Mit einem Hartree-Fock-Anteil ΣHF la¨ßt sich die matrixwertige Selbstenergie aus
Gl.(II.34) nach Gl.(II.35) und Gl.(II.36) wie folgt diagrammatisch darstellen:
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+= ΣHF
Abb. II.2.1: Dyson-Gleichung fu¨r die Selbstenergie
Durch eine Entwicklung der Zweiteilchen-Greenfunktion (II.36) nach Potenzen
der Wechselwirkung U definiert Gl.(II.35) eine selbstkonsistente Sto¨rungsentwicklung
des Nambu-Propagators; insbesondere entspricht das Vernachla¨ssigen der Vertexfunk-
tion Γ der BCS-Theorie (erga¨nzt durch einen Hartree-Beitrag zur Selbstenergie).
Man beachte, daß diese Entwicklung gerade alle Einteilchen-irreduziblen Selbstenergie-
Diagramme generiert. Allerdings kann es sich dabei allenfalls um eine asymptotische
Entwicklung handeln, da - wie im vorangegangenen Kapitel gezeigt - die Vertexfunk-
tion Singularita¨ten aufweist, die erst durch die Summation einer ganzen Klasse von
Diagrammen sichtbar werden.
In einigen Fa¨llen kann - gerade in niedrigen Dimensionen - bei Einschra¨nkung auf
eine endliche Anzahl von Diagrammen, die zu K beitragen, die Selbstkonsistenzglei-
chung (II.35) ein vo¨llig falsches Ergebnis liefern: Durch die Selbstkonsistenz wird nur
ein Teil der Beitra¨ge ho¨herer Ordnungen der (nichtselbstkonsistenten) Sto¨rungstheorie
generiert, was (etwa durch eine Verletzung von Ward-Identita¨ten) zu unphysikalischen
Singularita¨ten fu¨hren kann.
Im folgenden Kapitel werden wir die Gleichung (II.35) jedoch als Ausgangspunkt
einer renormierten Sto¨rungstheorie fu¨r die Nambu-Selbstenergie im Sinne von Kap.
II.1.1 verwenden, und die Gegenterme zweiter Ordnung daraus bestimmen. Die da-
bei auftretenden Feynman-Diagramme sind formal mit jenen der selbstkonsistenten
Sto¨rungstheorie identisch. Die oben angesprochenen Probleme jenes Ansatzes werden
jedoch vermieden: Die Einfu¨hrung der Gegenterme entspricht einer Umordnung des
Hamiltonoperators, die eine wohldefinierte Entwicklung der Selbstenergiekorrekturen
in einem kleinen Kopplungsparameter u¨berhaupt erst zula¨ßt, und darf nicht als eine
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teilweise Resummation ho¨herer Ordnungen der Sto¨rungstheorie verstanden werden.
II.2.2 Symmetriebrechung und Gegenterme
Als Folge einer supraleitenden Instabilita¨t o¨ffnet sich bei tiefen Temperaturen eine
Energielu¨cke, die zu einem Verschwinden der Fermiflu¨ssigkeitseigenschaften des nicht-
wechselwirkenden Systems fu¨hrt. Verbunden damit ist, wie in Kap. II.1.1 bereits an-
gedeutet, ein Zusammenbrechen der dort vorgestellten Sto¨rungstheorie, die mit einem
Einteilchen-Propagator der Form (im Nambu-Formalismus)
G˜−1(k) =
(
iωn − ξk + δµ(k) 0
0 iωn + ξk − δµ(k)
)
(II.37)
arbeitet. Wir ko¨nnen das obige Konzept der Gegenterme jedoch auch auf den supra-
leitenden Zustand erweitern, falls wir an die renormierte Einteilchen-Greenfunktion
die Forderung
G˜−1(0,k) = G−1(0,k) (k ∈ F)
stellen. Die Mannigfaltigkeit F ist wie in (II.10) definiert; allerdings kann F nicht
mehr als Fermifla¨che des wechselwirkenden Systems bezeichnet werden, da die Im-
pulsverteilung der Fermionen hier keine Unstetigkeit besitzt.
Die Hinzunahme nichtdiagonaler Gegenterme sorgt fu¨r ein regula¨res Verhalten der
Sto¨rungstheorie fu¨r R→∞, sodaß man erwarten kann, daß sich wesentliche Aspekte
der Physik bei schwacher Kopplung auch ohne die Resummation einer ganzen Klasse
von Feynman-Diagrammen beschreiben lassen. Wir werden uns daher in allen spa¨teren
Anwendungen auf eine renormierte Sto¨rungstheorie zweiter Ordnung konzentrieren.
Wir schreiben das Wirkungsfunktional wie folgt um:
S[Ψ†,Ψ] =
∫
k
Ψ†(k) G−10 (k) Ψ(k) + V [Ψ†,Ψ]
=
∫
k
Ψ†(k)
(
G−10 (k) +D(k)
)
Ψ(k) + V˜ [Ψ†,Ψ] (II.38)
mit V˜ [Ψ†,Ψ] = V [Ψ†,Ψ] −
∫
k
Ψ†(k) D(k) Ψ(k);
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dabei faßt die Matrix
D(k) =
(
δµ(k) (l∆)(k)
(l∆∗)(k) −δµ(−k)
)
(II.39)
die Gegenterme δµ(k) = −(lΣ )(k) und (l∆)(k) zusammen.
Die Formulierung der zugeho¨rigen Sto¨rungsentwicklung der normalen und anoma-
len Selbstenergiebeitra¨ge lautet wie folgt:
1. Man lo¨se die Gleichungen (II.35) und (II.36) mit einem G˜ (anstelle G), das die
Beziehung
G˜−1(k) = G−10 (k) +D(k) (II.40)
erfu¨llt, um die wechselwirkende Fermifla¨che sowie die Gapfunktion bei T = 0 zu er-
halten.
2. In allen Feynman-Diagrammen stehen die Fermion-Linien fu¨r den Propagator G˜.
3. Jedes Selbstenergiediagramm g, das als Unterdiagramm auftritt, tra¨gt als g− lg bei.
Wie in Kap. II.1.1 la¨ßt sich auch die Erweiterung des Konzeptes der Gegenter-
me auf einen supraleitenden Zustand als sto¨rungstheoretische Entwicklung um einen
renormierten, quadratischen Hamiltonoperator
H˜0 = H0 −
∑
k
Ψ†kDkΨk
auffassen (vgl. [10]), der von der Form eines BCS-Molekularfeld-Hamiltonians ist. Die
Gegenterme selbst werden jedoch nicht im Rahmen einer Mean-Field-Approximation
bestimmt; vielmehr werden hier auch sto¨rungstheoretische Beitra¨ge jenseits der er-
sten Ordnung selbstkonsistent beru¨cksichtigt. Wir werden sehen, daß das vorgestell-
te Verfahren speziell im Falle des repulsiven Hubbard-Modells, das im Rahmen der
Molekularfeldtheorie keine Cooper-Instabilita¨t aufweist, einen supraleitenden Grund-
zustand liefert.
II.2.3 Auswertung von Feynman-Diagrammen
Die Bewegungsgleichung (II.35), der die Greenfunktion G genu¨gt, entha¨lt die volle
Vertexfunktion Γ , die im allgemeinen nur mit Hilfe nichtsto¨rungstheoretischer Metho-
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den, wie etwa der Renormierungsgruppe, bestimmt werden kann. Im Bereich schwacher
Kopplung sollte die folgende sto¨rungstheoretische Bestimmung der Einteilchen-Green-
funktion allerdings ein qualitativ richtiges Ergebnis liefern. Wir entwickeln (II.35)
bis zur zweiten Ordnung in U (d.h. wir setzen Γγδ;γ′δ′(·) = U(δγγ′δδδ′ − δγδ′δδγ′))
und berechnen die normalen und anomalen Selbstenergie-Beitra¨ge. Der Integralkern
Kαα′G
−1
α′β lautet
Kαα′(k1, k2; k, k1 + k2 − k)G−1α′β(k) = δαβGα¯α¯(k2) δ(k1 − k) (II.41)
− δα¯βGαα¯(k1) δ(k2 − k)
+ U [ Gα1(k1)Gα¯2(k2)−Gα2(k1)Gα¯1(k2) ]
· [δ1βG2α¯(k1 + k2 − k)− δ2βG1α¯(k1 + k2 − k)],
wobei der erste Term den Hartree-Beitrag zur normalen Selbstenergie, der zweite den
BCS-Term und der dritte die Beitra¨ge zweiter Ordnung generiert.
Die Selbstenergie-Beitra¨ge ha¨ngen von den vorgegebenen Gegentermen D ab, die
ihrerseits durch Anwendung des Lokalisierungsoperators l auf die Selbstenergie bei
T = 0 bestimmt sind. Nachdem die Elemente der Matrix D unabha¨ngig von der
Frequenzvariablen gewa¨hlt wurden, verwenden wir dafu¨r die Notationen δµ(k) und
∆(k). In erster Ordnung erscheint neben der Hartree-Selbstenergie, die zu einem k-
unabha¨ngigen Beitrag zu δµ fu¨hrt, ein im allgemeinen nichtverschwindender BCS-
Term
∆(1) = − lim
T→0
UT
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
G˜12(k) (k = (iωn,k)); (II.42)
die Beitra¨ge zweiter Ordnung lauten
Σ (2)(k′) = lim
T→0
U2T
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
Π˜ (k′ + k)
iωn − ξk + δµ(k)
ω2n + |ξk − δµ(k)|2 + |∆(k)|2
∆(2)(k′) = − lim
T→0
U2T
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
Π˜ (k′ + k)
∆(k)
ω2n + |ξk − δµ(k)|2 + |∆(k)|2
(II.43)
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mit einem Integralkern
Π˜ (q) = −T
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
G˜21(k + q) G˜12(k)
−T
∑
n
∫
ddk
(2pi)d
G˜11(k + q) G˜11(k) (II.44)
(wobei die Beziehung G˜22(k) = −G˜11(−k) verwendet wurde), der die Rolle des Bei-
trags zweiter Ordnung zur Vertexfunktion Γ spielt. Fu¨r die Gegenterme gilt dann
δµ(k′) = δµ(1) − U2
∫
dk0
2pi
∫
ddk
(2pi)d
Π˜ (k′ + k)
ik0 − ξk + δµ(k)
k20 + [ξk − δµ(k)]2 + |∆(k)|2
∣∣∣∣
k′=(0,k′)
∆(k′) = ∆(1) − U2
∫
dk0
2pi
∫
ddk
(2pi)d
Π˜ (k′ + k)
∆(k)
k20 + [ξk − δµ(k)]2 + |∆(k)|2
∣∣∣∣
k′=(0,k′)
(II.45)
mit einer konstanten Renormierung δµ(1) des chemischen Potentials, die so gewa¨hlt
ist, daß die Dichte des wechselwirkenden Systems gleich der Dichte des freien Systems
bleibt.
Die Integrationen in (II.44) und (II.45) sind im allgemeinen nicht vollsta¨ndig ana-
lytisch durchfu¨hrbar; da die Gegenterme jedoch frequenzunabha¨ngig gewa¨hlt wurden,
ko¨nnen zumindest die Frequenzsummen mit Hilfe des Residuensatzes analytisch be-
rechnet werden (dies geschieht in Anhang B), sodaß sich der fu¨r eine numerische
Auswertung beno¨tigte Aufwand an Rechenzeit erheblich reduzieren la¨ßt. Die Rela-
tionen (II.45) stellen ein System nichtlinearer, gekoppelter Integralgleichungen dar,
das wir unter geeigneten Voraussetzungen iterativ lo¨sen ko¨nnen. Das in Kapitel II.1.1
vorgestellte Verfahren muß im Hinblick auf das in der symmetriegebrochenen Pha-
se auftretende supraleitenden Gap erweitert werden: An die Stelle der Funktionen e
und ξ treten die (auf dem Raum der Nambu-Spinoren definierten) matrixwertigen
Abbildungen eσ3 bzw. ξσ3; die Rolle des Gegenterms δµ u¨bernimmt die in Gl.(II.39)
definierte Matrix D. Es sei darauf hingewiesen, daß bei kleinen Werten von U (nur in
diesem Bereich darf man erwarten, daß die renormierte Sto¨rungstheorie ein qualitativ
richtiges Ergebnis liefert) die Korrekturen, die der Einteilchen-Propagator durch den
nichtdiagonalen Anteil der Matrix D erfa¨hrt, fu¨r die meisten k ebenfalls klein sind;
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+
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Abb. II.2.2: Die Diagramme zweiter Ordnung, die zum diagonalen (oben) und nichtdiago-
nalen (unten) Anteil von D beitragen
die Gleichung, der dieser Gegenterm genu¨gt, verha¨lt sich also im Limes kleiner Ord-
nungsparameter wie eine lineare (Eigenwert-)gleichung fu¨r die Gapfunktion ∆ (vgl.
Gl.(I.8) im ersten Teil der Arbeit) zu einem Eigenwert ≈ 1, was eine sehr langsame
Konvergenz der Iteration zur Folge hat!
Von den Meanfield-Gleichungen (I.25) und (I.26) unterscheidet sich das Gleichungs-
system (II.45) durch die Form der Vertexfunktion: Wa¨hrend dort ein effektives, fre-
quenzunabha¨ngiges Γ vorgegeben wurde, entha¨lt die Na¨herung (II.44) noch die volle
Frequenzabha¨ngigkeit (denn der Lokalisierungsoperator wird erst nach der k0-Inte-
gration in (II.45) angewandt); daru¨ber hinaus beinhaltet der Ausdruck (II.44) eine
Renormierung der Vertexfunktion durch die Gegenterme. Weiter oben wurde darauf
hingewiesen, daß fu¨r das in den Meanfield-Gleichungen verwendete Γ die Vertexfunk-
tion einer effektiven Theorie auf einer Energieskala einzusetzten sei, auf der sich das
System zwar zum einen noch im (sto¨rungstheoretisch zuga¨nglichen) Bereich schwacher
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Kopplung befindet, zum anderen aber nur noch wenige Kopplungen zum RG-Fluß bei-
tragen. Man darf erwarten, daß die Renormierung singula¨re Beitra¨ge zur Vertexfunkti-
on regularisiert, sodaß die Sto¨rungstheorie dadurch bis hin zu kleineren Energieskalen
gu¨ltig bleibt.
Das obige Verfahren geht in seinem Gu¨ltigkeitsbereich u¨ber die naive Moleku-
larfeldtheorie noch in weiteren Aspekten hinaus. Zum einen muß keine Energieskala
festgeschrieben werden, unterhalb derer die effektiven Kopplungen eine Niederenergie-
Theorie definieren, zum anderen werden sich die weiter unten dargestellten Effekte,
insbesondere die Dichteabha¨ngigkeit der Fermifla¨che, im Rahmen einer MFT in dieser
Form nicht nachvollziehen lassen, weil die einmal definierte, effektive Wechselwirkung
durch eine Verschiebung der Fermifla¨che nicht mehr beeinflußt wird.
TEIL III
ANWENDUNGEN UND
ERGEBNISSE
Die analytische Beschreibung eines realen, stark korrelierten Systems mit vielen (elek-
tronischen und Gitter-)Freiheitsgraden, wie es in den Hoch-Tc-Supraleitern vorliegt,
liegt ebenso wie eine numerisch exakte Behandlung jenseits der Mo¨glichkeiten aller
heute gebra¨uchlichen Methoden. Gerade im Bereich der kondensierter Materie kommt
jedoch ein großer Anteil des Versta¨ndnisses, das heute von deren Physik existiert, aus
dem Studium vereinfachter (oder ‘effektiver’) Modelle, die wesentliche Aspekte der
Physik der realen Systeme beinhalten. In diesem Sinne wurde das Hubbard-Modell,
das in den sechziger Jahren von Hubbard, Gutzwiller und Kanamori zur Beschreibung
der 3d-Elektronen in U¨bergangsmetallen aufgestellt wurde [15, 16], von Anderson fu¨r
die Beschreibung der Physik der Hoch-Tc-Supraleiter vorgeschlagen [40].
In diesem Teil der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit einigen Aspekten der
Physik des zweidimensionalen Hubbard-Modells bescha¨ftigen. Das folgende Kapitel
wird das Modell selbst und, im Rahmen einer numerischen Analyse der Bethe-Salpeter-
Gleichung, die dort vorhandene Cooper-Instabilita¨t behandeln, bevor in den Kapiteln
III.2 und III.3 auf Ergebnisse, die im Rahmen von Rechnungen in der symmetriege-
brochenen Phase gewonnen wurden, eingegangen wird.
43
44 TEIL III. ANWENDUNGEN UND ERGEBNISSE
III.1 Das Hubbard-Modell in zwei Dimensionen
Wa¨hrend das Hubbard-Modell in einer Dimension exakt gelo¨st werden konnte [41],
ist eine Untersuchung des Systems in Dimensionen d ≥ 2 auf die Anwendung von
Na¨herungsverfahren angewiesen. Die heute realisierbaren numerischen Methoden bein-
halten noch eine Reihe von Vereinfachungen, oder sind in ihrer Anwendbarkeit auf klei-
ne Systeme bzw. endliche Temperaturen eingeschra¨nkt. Auch die in der vorliegenden
Arbeit vorgestellten Ansa¨tze verlieren ihre Gu¨ltigkeit jenseits des Regimes schwacher
Wechselwirkungen, wa¨hrend fu¨r die Beschreibung realer Systeme mit ihren vergleichs-
weise starken Kopplungen andere Methoden geeigneter erscheinen; gleichwohl darf
man vor allem in den hier vorgestellten Rechnungen in der symmetriegebrochenen
Phase einen interessanten Beitrag sehen. Insgesamt hat gerade die große Anzahl un-
terschiedlicher Verfahren, mit denen vor allem das zweidimensionale Hubbard-Modell
in den letzten Jahren behandelt wurde, heute zu einem gewissen Versta¨ndnis seiner
Physik bei tiefen Temperaturen gefu¨hrt.
Neben der Beschreibung dieses konkreten Modells, das, abha¨ngig von der Di-
mension, in der es formuliert ist, der Form des Gitters und der Hu¨pfmatrix, sowie
nicht zuletzt der Sta¨rke der Wechselwirkung freilich eine Reihe unterschiedlichster
Tieftemperatur-Phasen kennt, interessiert gerade in zwei Dimensionen auch die Frage
einer Abweichung des generischen Verhaltens von Systemen wechselwirkender Elek-
tronen vom bekannten Fermiflu¨ssigkeits-Szenario.
Auch in Dimensionen d > 2 zeigt das Hubard-Modell einige interessante Eigen-
schaften, vor allem auch jenseits des Regimes schwacher Wechselwirkungen. Hier wur-
den in den vergangenen Jahren vor allem im Rahmen der dynamischen Molekular-
feldtheorie (DMFT) [42], die formal mit dem Limes hoher Dimensionen identisch ist
[43], sowie durch deren Erweiterungen [44] eine Reihe von interessanten Ergebnissen
erzielt.
III.1.1 Hamiltonoperator und Wirkungsfunktional
Das Hubbard-Modell beschreibt wechselwirkende Elektronen auf einem Gitter, wobei
wir uns in dieser Arbeit auf den Fall eines Quadratgitters (mit der Gitterkonstanten 1)
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in zwei Dimensionen beschra¨nken werden. Der Hamiltonoperator entha¨lt einen kineti-
schen Term H0, der das Hu¨pfen der Elektronen zwischen den Gitterpla¨tzen beschreibt,
sowie einen lokalen Wechselwirkungsterm HI :
H = H0 +HI = −
∑
i,j;σ
tijc
†
iσcjσ + U
∑
i
ni↑ni↓. (III.1)
In allen folgenden Betrachtungen wird HI als kleine Sto¨rung behandelt. Es ist daher
gu¨nstig, in die Impulsdarstellung zu wechseln, in der der ungesto¨rte Hamiltonoperator
H0 diagonal wird:
H0 = L
2
∑
σ
∫
d2k
(2pi)2
knkσ
(dabei ist L2 das Volumen des Systems). Die Dispersionsrelation  = k la¨ßt sich
dabei aus den Elementen tij der Hu¨pfmatrix durch Fouriertransformation gewinnen.
Wir wa¨hlen diese Matrix derart, daß fu¨r das Hu¨pfen zwischen direkt benachbarten
Gitterpla¨tzen tij = 1 und fu¨r das Hu¨pfen zwischen u¨berna¨chsten Nachbarpla¨tzen
tij = t
′ < 0 gilt. Es folgt
k = −2(cos k1 + cos k2)− 4t′ cos k1 cos k2. (III.2)
Mit Γ
(0)
σ1σ2σ1′σ2′ (p, q, p
′) = U(δσ1σ1′δσ2σ2′ − δσ1σ2′δσ2σ1′ ) kann das Wirkungsfunktional
S[ψ¯, ψ] dann wie in Gl.(II.1) als
S[ψ¯, ψ] =
∑
σ
∫
k
ψ¯k;σ
[
ik0 − k + µ(0)
]
ψk;σ (III.3)
− 1
4
∑
σ1σ2σ1′σ2′
∫
p,q,p′
ψ¯q/2+p′;σ1′ ψ¯q/2−p′;σ2′Γ
(0)
σ1σ2σ1′σ2′
(p, q, p′) ψq/2−p;σ2ψq/2+p;σ1
geschrieben werden.
Abha¨ngig von der Wahl der Parameter zeigt das zweidimensionale Hubbard-Modell
bereits im Bereich schwacher Kopplung eine große Anzahl konkurrierender Instabi-
lita¨ten, die in einer Reihe von Arbeiten - in letzter Zeit vor allem mit Hilfe von
Renormierungsgruppenmethoden (die Referenzen [45]-[52] geben nur einen Teil der
bis heute vero¨ffentlichten Arbeiten wider) - untersucht wurden. So wird das System
fu¨r t′ = 0 und µ = 0 (d.h. bei halber Bandfu¨llung) bei beliebig schwacher, repulsiver
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Wechselwirkung fu¨r T → 0 ein antiferromagnetischer Isolator, wa¨hrend fu¨r andere
Werte des chemischen Potentials ein minimales U > 0 erforderlich ist, um im Grund-
zustand eine antiferromagnetisch geordnete Phase zu erhalten. Ein endliches t′ < 0
unterdru¨ckt die Tendenz zum Antiferromagnetismus in a¨hnlicher Weise. Das Phasen-
diagramm bei T = 0 zeigt in direkter Nachbarschaft zur magnetisch geordneten Pha-
se einen Bereich unkonventioneller Supraleitung, wobei die Vermutung einer dx2−y2-
Symmetrie des Ordnungsparameters [53] durch das Ergebnis von Renormierungsgrup-
penrechnungen in der normalen Phase gestu¨tzt wird, die zeigen, daß die Suszeptibilita¨t
fu¨r Cooper-Paarbildung mit dx2−y2-Symmetrie am sta¨rksten divergiert. Hier sorgt die
Existenz von Sattelpunkten der Dispersionsrelation, die in zwei Dimensionen eine loga-
rithmische Divergenz der Zustandsdichte zur Folge hat [54], gegenu¨ber der von Kohn
und Luttinger [19] fu¨r dreidimensionale, isotrope Systeme abgescha¨tzten kritischen
Temperatur fu¨r eine starke U¨berho¨hung der Energieskala, auf der die supraleitende
Instabilita¨t auftritt. Zudem wurde im Rahmen einer Einloop-Renormierungsgruppen-
rechnung eine Instabilita¨t der nichtwechselwirkenden Fermifla¨che gefunden, die - zu-
mindest in der normalen Phase - zu einer gea¨nderten Dispersionsrelation mit spon-
taner Brechung der D4-Symmetrie des Modells fu¨hren sollte [48]. Nachdem auch die
neue Dispersionsrelation die Relation ξ−k = ξk erfu¨llt, ist die Voraussetzung fu¨r den
U¨bergang in eine supraleitende Phase nach wie vor gegeben. Eine interessante Frage-
stellung betrifft daher die Symmetrie des supraleitenden Grundzustands: Liegt eine
exakte dx2−y2-Symmetrie des Ordnungsparameters vor, verbunden mit einer (wie in
Gl.(II.10) definierten) Fermifla¨che, die die volle D4-Symmetrie besitzt, oder sorgt ei-
ne Verformung der Fermifla¨che in der normalen Phase fu¨r einen Grundzustand mit
geringerer Symmetrie?
Im Hinblick auf den Einfluß einer vanHove-Singularita¨t in der Zustandsdichte eines
Systems wechselwirkender Fermionen ist auch das attraktive (U < 0) Hubbard-Modell
von Interesse. Wa¨hrend im repulsiven Fall eine effektive Anziehung erst durch Fluk-
tuationen generiert wird, zeigt sich im attraktiven Fall bereits im Rahmen der selbst-
konsistenten Sto¨rungstheorie erster Ordnung (BCS-Theorie) eine Cooper-Instabilita¨t.
Verschiedene Rechnungen an diesem Modell zeigen im Limes U → 0 eine Unter-
dru¨ckung des durch die BCS-Theorie gegebenen Gaps um einen Faktor von etwa drei.
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III.1.2 Symmetrie und Gro¨ße des Ordnungsparameters
In den vorangegangenen Kapiteln II.1.2 und II.1.3 wurde gezeigt, daß die Frage nach
der Symmetrie des supraleitenden Ordnungsparameters auf die Bestimmung des dem
Betrage nach gro¨ßten, negativen Eigenwertes des Operators Γk′k fu¨hrt. Dort wurde
auch auf die Frage eingegangen, unter welchen Voraussetzungen sich der Fluß der
Vertexfunktion bei schwacher Kopplung unterhalb einer Skala Λ0 auf die Beitra¨ge des
Cooper-Kanals reduzieren la¨ßt. Fu¨r das Hubbard-Modell mit reinem Na¨chst-Nachbar-
Hu¨pfen wurde diese Entkopplung der Streukana¨le erstmals von Zanchi und Schulz [45]
angesprochen. Die von ihnen im Rahmen einer Analyse der Cutoff-Abha¨ngigkeit der
Teilchen-Loch-Beitra¨ge identifizierte U¨bergangsskala zwischen den dort als Parquet-1
und BCS-Regime bezeichneten Bereichen gibt dabei eine obere Schranke fu¨r die Wahl
der Skala Λ0 vor. Das BCS-Regime ist in der Brillouinzone durch ein fu¨r µ < 0 um
den Ursprung geschlossenes, ringfo¨rmiges Gebiet gekennzeichnet, das die Fermifla¨che
entha¨lt, und innerhalb dessen die Dispersionsrelation
linearisiert werden kann (insbesondere liegen die Sattelpunkte weit außerhalb, so-
daß die Voraussetzung fu¨r das durch Gl.(II.31) bestimmte logarithmische Verhalten
λ ∝ log Λ gegeben ist). Man beachte, daß fu¨r µ = 0 das Parquet-Regime alle Werte
Λ > 0 einschließt; hier liegt fu¨r beliebig kleine Werte U der nackten Wechselwirkung
ein antiferromagnetischer Grundzustand vor. Auch wenn bei Zanchi und Schulz von
einer anderen Formulierung der RG ausgegangen wurde, fu¨hrt die Frage nach der
Symmetrie des supraleitenden Ordnungsparameters dort auf die Eigenwert-Gleichung
(II.30).
Wa¨hrend das Jellium-Modell, das ein Elektronengas mit einer kurzreichweitigen
Wechselwirkung beschreibt, in zwei Dimensionen erst in dritter Ordnung der Sto¨rungs-
theorie eine effektive Anziehung zwischen den Elektronen zeigt [21, 22], sorgt die ani-
sotrope Dispersionsrelation des zweidimensionalen Hubbard-Modells fu¨r einen nicht-
verschwindenden Beitrag zweiter Ordnung. Vorangegangene Rechnungen zu diesem
Modell (mit reinem Na¨chst-Nachbar-Hu¨pfen) zeigen bei kleinen Bandfu¨llungen eine
Lo¨sung mit dxy-Symmetrie [55], wa¨hrend in der Na¨he halber Bandfu¨llung eine Lo¨sung
1Die Diagramme, die im Rahmen der Einloop-RG durch die Kopplung der Streukana¨le generiert werden,
werden als Parquet-Diagramme bezeichnet
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mit dx2−y2-Symmetrie dominiert [45, 56].
Fu¨r eine numerische Aufbereitung der Integralgleichung (II.30) mu¨ssen wir die
Fermifla¨che geeignet diskretisieren (Details des gewa¨hlten Verfahrens sind in Anhang
C ausgefu¨hrt). Dieser Schritt ersetzt den Bethe-Salpeter-Kern Γk′k(Λ0) durch eine
gewo¨hnliche (endlichdimensionale) Matrix, fu¨r die das Eigenwertproblem numerisch
leicht zu lo¨sen ist. Der Integralkern selbst kann im Bereich schwacher Kopplung durch
die Beitra¨ge erster und zweiter Ordnung in U entwickelt werden, wobei wir die Terme,
die von den Impulsvariablen unabha¨ngig sind, vernachla¨ssigen ko¨nnen, wenn wir an
Eigenvektoren interessiert sind, die zu χk = const. orthogonal sind (denn: Es seien K
und L zwei symmetrische n×n-Matrizen, und es gelte Lij = l fu¨r alle i, j ∈ {1, . . . n}.
Weiter seien χ0 der Eigenvektor der Matrix L zum Eigenwert nl und χ1 ein Eigenvektor
von K mit χ1 · χ0 = 0. Aus der Orthogonalita¨t und aus Rang(L)= 1 folgt Lχ1 = 0,
also ist χ1 auch Eigenvektor der Matrix K
′ = K + L.). Zu diesen Termen geho¨rt
insbesondere das Teilchen-Teilchen-reduzible Diagramm, das einen Beitrag ∝ U2 ln Λ0
liefert. Der Teilchen-Teilchen-irreduzible Beitrag zweiter Ordnung ist (vgl. Kap. I.1.3)
durch die Polarisation Π (0,q) gegeben,2 die wir an den Stellen q = k + k′ fu¨r die
diskreten Punkte k und k′ auf der Fermifla¨che auswerten mu¨ssen. Zwei der drei dazu
erforderlichen Integrationen lassen sich, wie in Anhang C gezeigt wird, analytisch
durchfu¨hren, sodaß die Vereinfachungen aus Kap. II.1.3 die Lo¨sung der Bethe-Salpeter-
Gleichung mit einem vergleichsweise geringen numerischen Aufwand erlauben.
In Abb. III.1.1 ist die Abha¨ngigkeit des dem Betrage nach gro¨ßten negativen Eigen-
wertes λ−1 der Matrix Γ (Λ0) von der Fermienergie F dargestellt (d.h. die Bandfu¨llun-
gen sind kleiner als 0.5 und wachsen von links nach rechts an). Um die Ergebnisse in
einem solchen Diagramm zusammenfassen zu ko¨nnen, mu¨ssen die Parameter U und
Λ0 fu¨r alle Bandfu¨llungen gleich sein; fu¨r die betrachteten Fermienergien muß zudem
F  Λ0 gelten. Der deutliche Anstieg der Werte −λ−1(F ) fu¨r F → 0 geht mit ei-
nem exponentiellen Anwachsen der kritischen Skala einher: Nach Gl.(II.32) kann man
die Funktion λ(F ) (bis auf eine multiplikative Konstante) als den Logarithmus von
Λc(F )/Λ0 auffassen.
2Fu¨r Fermifla¨chen, deren Kru¨mmung u¨berall endlich und von der Null weg beschra¨nkt ist, du¨rfen wir die
Λ0-Abha¨ngigkeit von Π vernachla¨ssigen
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Abb. III.1.1: Der Eigenwert λ−1 der Matrix Γ (Λ0) als Funktion des (unrenormierten) che-
mischen Potentials µ = F
Diese Abha¨ngigkeit ist in Abb. III.1.2 noch einmal gezeigt. Die starke Unter-
dru¨ckung der kritischen Skala abseits halber Bandfu¨llung, die bereits in vorangegange-
nen Renormierungsgruppenrechnungen gezeigt wurde, ist auch hier sichtbar, d.h. der
Einfluß der vanHove-Singularita¨t auf die Skala der supraleitenden Instabilita¨t kann
bereits im Rahmen einer Sto¨rungstheorie zweiter Ordnung studiert werden. Fu¨r Fermi-
energien F > −1.1t besitzen die Eigenvektoren χk dx2−y2-Symmetrie; bei F = −1.13t
und darunter liegt eine dxy-Symmetrie vor. Das Beispiel F = −0.02t in Abb. III.1.3
zeigt, daß (vgl. [45]) im Bereich der vanHove-Bandfu¨llung der Ordnungsparameter
an den Sattelpunkten stark u¨berho¨ht ist, und na¨herungsweise durch den Ausdruck
cos[2z(φ)] (mit tanφ = k2/k1 und
z(φ) =
1
2piNF
φ∫
0
dF(k′)
|vk′| ;
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NF steht fu¨r die Zustandsdichte bei  = µ) beschrieben werden kann. In Anhang C
werden neben den Details des numerischen Verfahrens einige weitere Beispiele solcher
Eigenvektoren gezeigt.
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Abb. III.1.2: Das Verhalten der kritischen Skala Λc als Funktion der Fermienergie. Man
beachte, daß diese Gro¨ße hier nur bis auf eine multiplikative Konstante festgelegt wurde.
Dem ersten Wert (µ = −1.13t) ist ein Ordnungsparameter mit dxy-Symmetrie zuzuordnen,
fu¨r alle weiteren Werte liegt eine dx2−y2-Symmetrie vor.
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Abb. III.1.3: Der Eigenvektor χk, den man im Limes schwacher Kopplung als den normierten
supraleitenden Ordnungsparameter auffassen kann (vgl. die Diskussion in der Gleichungen
(I.26) und (I.27) in Kap. I.2) fu¨r µ = −0.02t
III.2 Symmetriebrechung im repulsiven Hubbard-Modell
In einer Reihe vorangegangener Arbeiten wurden die Instabilita¨ten des zweidimen-
sionalen Hubbard-Modells mit Hilfe verschiedener Verfahren numerisch untersucht.
Fu¨r die Behandlung der normalen Phase haben sich dabei in den letzten Jahren RG-
Methoden als außergewo¨hnlich erfolgreich erwiesen. In diesen Rechnungen wird der
Fluß der Vertexfunktion durch eine Einloop-Na¨herung der exakten RG-Gleichungen
bestimmt.
Die Mitnahme von Selbstenergiekorrekturen ist im Rahmen der RG (hier mu¨ssen
die Flußgleichungen fu¨r die Zwei- und Vierpunktfunktionen, die miteinander gekop-
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pelt sind, simultan integriert werden) oder anderer numerischer Verfahren sehr auf-
wendig, zumal im Falle eines Auftretens anomaler Beitra¨ge. Nicht zuletzt aus diesem
Grund gibt es (mit der Ausnahme des Antiferromagneten bei halber Bandfu¨llung und
t′ = 0) fu¨r den Fall schwacher Kopplung erst wenige Ansa¨tze einer vollsta¨ndigen Be-
schreibung des tatsa¨chlichen, im allgemeinen symmetriegebrochenen Grundzustands.
Hier sind vor allem die Ergebnisse der FLEX-Approximation zu erwa¨hnen, die fu¨r
Kopplungssta¨rken zwischen U/t = 4 und U/t = 7 sowohl im Falle einer statischen
Na¨herung [57] als auch unter Beru¨cksichtigung der vollen Frequenzabha¨ngigkeit der
Greenfunktionen [58, 59] den U¨bergang in eine supraleitende Phase zeigen. Die berech-
neten Ordnungsparameter u¨bersteigen im letzteren Fall die Resultate der statischen
Na¨herung um einen Faktor von etwa drei (bei T = 0) und saturieren unterhalb der
kritischen Temperatur sehr schnell.
Der von Georges und Yedidia [60] vorgeschlagene Ansatz einer Minimierung der
sto¨rungstheoretisch berechneten freien Energie des Systems durch Variation verschie-
dener (denkbarer) Ordnungsparameter lieferte zwar fu¨r bestimmte Parameter einen
antiferromagnetischen Grundzustand, jedoch keine andere Art der Symmetriebrechung.
Insbesondere konnte aufgrund der sehr geringen Absenkung der freien Energie im Falle
des Auftretens supraleitender Ordnung im Rahmen dieser Rechnungen keine Existenz
einer supraleitenden Phase gezeigt werden.
Die in Kapitel II.2 herausgearbeitete Methode der Gegenterme, die auch in die-
ser Form (wenn auch eher als ein formales Argument) bereits im Jahre 1964 von
Nozie`res [10] vorgestellt wurde, stellt ein Verfahren dar, mit dem wesentliche Beitra¨ge
zur Einteilchen-Greenfunktion sto¨rungstheoretisch bestimmt werden ko¨nnen. Wir wer-
den zeigen, daß nicht nur fu¨r Modelle mit einer attraktiven Wechselwirkung, wo das
Verfahren eine nichttriviale Erweiterung des BCS-Modells darstellt, sondern auch im
Falle des repulsiven Hubbard-Modells, dessen Analyse bisher im wesentlichen auf ei-
ne Klassifikation der verschiedenen auftretenden Instabilita¨ten beschra¨nkt war, hier-
mit auch bei schwacher Kopplung Rechnungen in der symmetriegebrochenen Phase
mo¨glich werden.
Es wurde bereits darauf hingewiesen [49, 51], daß das Auftreten verschiedener In-
stabilita¨ten im Hubbard-Modell mo¨glicherweise einen Grundzustand zur Folge hat,
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der nicht durch langreichweitige Ordnung gekennzeichnet ist, sondern den konkurrie-
renden Instabilita¨ten durch kurzreichweitige Fluktuationen Rechnung tra¨gt. Im Ge-
gensatz dazu werden wir sehen, daß im Rahmen der renormierten Sto¨rungstheorie
die Koexistenz mehrerer Instabilita¨ten zu einem Grundzustand mit langreichweitiger
Ordnung fu¨hren kann.
Im Rahmen der Einloop-Renormierungsgruppenrechnungen von Halboth und Metz-
ner [48] wurde im Bereich endlichen U¨berna¨chst-Nachbar-Hu¨pfens eine Pomeranchuk-
Instabilita¨t auf einer Skala sichtbar, die noch u¨ber der Skala der Cooper-Instabilita¨t
liegt. Nachdem die Pomeranchuk-Instabilita¨t nicht mit einem singula¨ren Verhalten
von Korrelations- oder Antwortfunktionen einhergeht, konnte dort der RG-Fluß ohne
weitere Beru¨cksichtigung dieser Instabilita¨t noch bis zu einer Skala weiterintegriert
werden, auf der die Vertexfunktion im Cooper-Kanal divergiert.
Allerdings la¨ßt der verwendete Impulsraum-Cutoff eine direkte Bestimmung des
Flußes einer Suszeptibilita¨t fu¨r Verformungen der Fermifla¨che nicht zu, vielmehr mußte
auf ein Kriterium, das in der Theorie der Fermiflu¨ssigkeiten begru¨ndet ist (vgl. Kap.
I.1), zuru¨ckgegriffen werden, sodaß Pomeranchuk- und Cooper-Instabilita¨ten in diesem
Schema nicht gleichberechtigt behandelt werden.
Von Honerkamp und Salmhofer [50] wurde eine Formulierung der RG vorgestellt,
bei der der Fluß der Vertexfunktionen und Suszeptibilita¨ten durch die Temperatur des
Systems kontrolliert, und somit ein scharfer Cutoff vermieden wird; allerdings werden
bei dem hier angewandten Projektionsverfahren manche Effekte u¨berscha¨tzt, da alle
Kopplungen durch ihre Werte auf die Fermifla¨che angena¨hert werden, obwohl die Loop-
Integrale, die den RG-Fluß bestimmen, sich u¨ber die gesamte Brillouinzone erstrecken.
Die mit der Pomeranchuk-Instabilita¨t verbundene Suszeptibilita¨t ist hier direkt durch
eine Flußgleichung zuga¨nglich [51], und kann insbesondere gleichberechtigt mit ande-
ren Suszeptibilita¨ten bestimmt werden. In der Na¨he der vanHove-Bandfu¨llung zeigt
auch dieses Schema fu¨r ein endliches U¨berna¨chst-Nachbar-Hu¨pfen eine Tendenz zur
Verformung der Fermifla¨che, die allerdings schwa¨cher ausgepra¨gt ist, als die zugleich
auftretenden magnetischen und Paarbildungs-Instabilita¨ten.
Bevor in Kapitel III.2.2 auf die Ergebnisse eingegangen wird, die der Ansatz einer
renormierten Sto¨rungstheorie liefert, werden im folgenden zuna¨chst einige Aspekte des
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angewandten numerischen Verfahrens genannt.
III.2.1 Numerische Details
Fu¨r die im folgenden besprochenen Rechnungen wurde die Hu¨pfamplitude zwischen
u¨berna¨chsten Nachbarn auf den Wert−0.15t gesetzt; die On-Site-Wechselwirkung liegt
zwischen U = 1.8t und U = 3t, wobei fu¨r die Untersuchung der Dichteabha¨ngigkeit
der Ergebnisse stets U/t = 3 gesetzt wurde. Mit diesen Werten liegt man zwar zum
Teil schon jenseits des Bereichs schwacher Kopplung, man darf jedoch erwarten, daß
die Ergebnisse sich auch auf den Fall kleinerer Kopplungssta¨rken u¨bertragen lassen.3
Die Wahl eines nicht allzu kleinen U ist notwendig, um numerisch noch gut auflo¨sbare
Werte der Gapfunktion ∆(k) und des symmetriebrechenden Anteils der (diagonalen)
Selbstenergie zu erhalten (vgl. die Diskussion in Kap. II.1.3). Zudem wird sich zeigen,
daß das Intervall der unter dem Gesichtspunkt einer spontanen Symmetriebrechung
der Fermifla¨che interessanten Bandfu¨llungen bereits bei U/t = 3 sehr klein ist. Die
Wahl t′ = −0.15t sorgt dafu¨r, daß die Bereiche magnetischer Instabilita¨ten vermieden
werden: Bei den gegebenen Werten von U wu¨rde fu¨r deutlich kleinere |t′| ein antifer-
romagnetischer Grundzustand vorliegen; bei gro¨ßeren |t′| wird im zweidimensionalen
Hubbard-Modell eine ferromagnetische Instabilita¨t sichtbar [52, 56, 61], falls die Dich-
te im Bereich der vanHove-Fu¨llung liegt; hier liegt allerdings bereits ein sehr stark
dotiertes System vor.
Weiter mußte fu¨r die numerische Bestimmung der Gegenterme die Brillouinzone in
geeignet gewa¨hlte Patches unterteilt werden, auf denen die Gro¨ßen δµ(k) und ∆(k)
jeweils konstante Werte besitzen. Dies entspricht einer Diskretisierung der tangentia-
len k-Abha¨ngigkeit, denn wir haben ja bereits gezeigt, daß die Gegenterme nur auf
der Fermifla¨che eindeutig bestimmt sind; abseits der Fermifla¨che wird ein geeignetes
Projektionsverfahren angewandt. Die Patches werden durch Linien begrenzt, die den
Ursprung der Brillouinzone mit jeweils einem von N a¨quidistant gewa¨hlten Punkten
auf der ‘Umklappfla¨che’ (gegeben durch |k1| + |k2| = pi) und diesen mit dem Punkt
(pi, pi) verbinden. Die Patches, die die vanHove-Punkte enthalten, wurden symmetrisch
3Vor diesem Hintergrund wurde auch die U -Abha¨ngigkeit der Gegenterme betrachtet, s.u.
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zur k1- bzw. k2-Achse gewa¨hlt. Die Anzahl N der Patches betra¨gt in den meisten Rech-
nungen 256, um eine hinreichende Auflo¨sung der Winkelabha¨ngigkeit zu erhalten.
(0,0) (pi,0)
(pi,pi)(0,pi)
Abb. III.2.1: Schematische Darstellung der Projektion im ersten Quadranten der Brillouin-
zone; die gestrichelte Linie steht fu¨r eine typische Fermifla¨che, die durchgezogene Diagonale
bezeichnet die Umklappfla¨che
Die Lo¨sung der Selbstkonsistenzgleichungen (II.43) und (II.39) erfolgt durch ein
iteratives Verfahren, wie es in Kapitel II.1.1 skizziert ist. In jedem Iterationsschritt
werden die Terme zweiter Ordnung, gegeben durch die Integrale (II.43), mit Hilfe des
Vegas-Algorithmus [62] (siehe auch [63]) berechnet (hierfu¨r wurden fu¨r jeden Wert
mindestens 2 · 108 Funktionsauswertungen vorgesehen), und danach die Terme erster
Ordnung als Lo¨sungen der Gleichung
n
(
δµ(1)
)
= n (III.4)
mit
n
(
δµ(1)
)
=
∫
d2k
(2pi)2
(
1− ξk − δµ
(1) − δµ(2)(k)
E(k)
)
(III.5)
sowie der durch das BCS-Diagramm gegebenen Gleichung (II.42) in der Form
∆(1) = −U
∫
d2k
(2pi)2
∆(1) + ∆(2)(0, Pk)
2
√
[ξk − δµ(k)]2 + |∆(1) + ∆(2)(0, Pk)|2
(III.6)
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bestimmt; dabei ist n die vorgegebene Dichte des Systems, und Gl.(III.5) ist durch
Auswertung des Hartree-Diagramms gegeben4. Man beachte, daß der nichtdiagona-
le Gegenterm ∆ auf der rechten Seite von Gl.(III.6) in der Form ∆(k) = ∆(1) +
∆(2)(0, Pk) geschrieben wurde. Beide Gleichungen lassen sich mit Hilfe des Brent-
Verfahrens [63], das einen schnellen Algorithmus zur Bestimmung von Nullstellen
darstellt, numerisch lo¨sen. Eine genaue Bestimmung des BCS-Terms ∆(1) bei fest-
gehaltenen Werten ∆(2) durch Lo¨sung von Gl.(III.6) ist erforderlich, um im Falle einer
gebrochenen Gittersymmetrie stabile Lo¨sungen fu¨r die Gapfunktion zu erhalten.5
Im Anschluß an die Berechnung der Gegenterme lassen sich die Punkte k der
neuen Fermifla¨che durch die Bedingung ξk − δµ(k) = 0 bestimmen; die Suche dieser
Nullstellen erfolgt entlang der in Abb. III.2.1 skizzierten Linien und ebenfalls mit Hilfe
des Brent-Algorithmus. Wir beenden die Iteration, wenn die berechneten Gegenterme
im Rahmen der numerischen Genauigkeit von Schritt zu Schritt invariant bleiben.
Die betrachteten Dichten (Anzahl der Elektronen pro Gitterplatz) liegen mit Wer-
ten zwischen n = 0.88 und n = 0.9 unterhalb halber Bandfu¨llung. In diesem Bereich
a¨ndert sich (ohne Beru¨cksichtigung einer spontanen Symmetriebrechung) die Topo-
logie der wechselwirkenden Fermifla¨che: Bei n = 0.88 liegt eine um den Ursprung
der Brillouinzone geschlossene, bei n = 0.9 eine um den Punkt (pi, pi) geschlossene
Fermifla¨che vor. Insbesondere liegt die vanHove-Bandfu¨llung nvH , die dadurch ge-
kennzeichnet ist, daß die Fermifla¨che die Sattelpunkte (0, pi) und (pi, 0) entha¨lt, in
diesem Intervall, sodaß wir aufgrund der erwa¨hnten Ergebnisse der Renormierungs-
gruppe erwarten ko¨nnen, daß das System in diesem Bereich am sensitivsten fu¨r Ver-
formungen der Fermifla¨che ist. Die in Kapitel III.1.2 fu¨r den symmetrischen Fall im
Rahmen der Auswertung der Bethe-Salpeter-Gleichung gezeigte Cooper-Instabilita¨t
liegt im zweidimensionalen Hubbard-Modell unbetroffen von der Beru¨cksichtigung
eines U¨berna¨chst-Nachbar-Hu¨pfens vor. Sie wird versta¨rkt durch das Auftreten der
vanHove-Singularita¨t in der Zustandsdichte, falls die Fermi-Energie in diesem Bereich
4Dies entspricht im Limes kleiner Werte der Gapfunktion der Aussage des Luttinger-Theorems [64]
5Anderenfalls stellt sich infolge der numerischen Instabilita¨t des Problems die Situation |∆(1)|  |∆(2)|
ein, und das geschilderte Verfahren reduziert sich im wesentlichen auf eine Iteration der Gleichung (III.6),
um schließlich eine Quasi-Lo¨sung a¨hnlich jener des attraktiven Hubbard-Modells zu liefern, allerdings mit
alternierendem Vorzeichen!
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liegt. Es wird sich zeigen, daß die mit der Formierung von Cooperpaaren verbundene
Gapfunktion ∆(k) die erwartete dx2−y2-Symmetrie besitzt.
III.2.2 Die Gegenterme als Funktionen der Bandfu¨llung
Wa¨hrend sich Asymmetrien in den diagonalen Gegentermen bereits durch geringe
numerische Abweichungen im Laufe der ersten Iterationen ergeben ko¨nnen, mu¨ssen
die Startwerte fu¨r den supraleitenden Ordnungsparameter in jedem Fall der Form der
gesuchten Gegenterme Rechnung tragen, um ein vernu¨nftiges Konvergenzverhalten zu
erzielen (und auch um die Anzahl der beno¨tigten Iterationen gering zu halten). Ohne
die Einfu¨hrung eines nichtdiagonalen Gegenterms wu¨rde das System aufgrund der
Struktur der Selbstkonsistenzgleichungen immer im Fermiflu¨ssigkeitszustand bleiben.
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Abb. III.2.2: Der supraleitende Ordnungsparameter ∆(φ) (mit tanφ = k2/k1) fu¨r n = 0.88
und n = 0.9. Man beachte, daß im Falle der gro¨ßeren Dichte die Werte der Gapfunktion
bereits deutlich verkleinert sind.
Im Bereich der betrachteten Bandfu¨llungen finden wir einen supraleitenden Ord-
nungsparameter mit dx2−y2-Symmetrie; die Form der Gapfunktion weicht wenig von
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den Ergebnissen einer Auswertung der Bethe-Salpeter-Gleichung ab (Abb. III.2.2; vgl.
auch Kapitel III.1.2). Allerdings kann im Rahmen der renormierten Sto¨rungstheorie
die Skala der Instabilita¨t besser abgescha¨tzt werden, da in der Rechnung keine frei
gewa¨hlten Cutoff-Skalen eine Rolle spielen; trotzdem muß von einer Korrektur der
Gro¨ße des Gaps durch ho¨here Ordnungen natu¨rlich auch hier ausgegangen werden.
Es zeigt sich, daß die Skala des sto¨rungstheoretisch bestimmten Gaps noch deut-
lich kleiner ist, als der durch die Ergebnisse der Renormierungsgruppenrechnungen
abgescha¨tzte Wert. Als Ursache hierfu¨r kommt neben einer durch das dort verwende-
te Projektionsverfahren bedingten systematischen U¨berscha¨tzung der Vertexfunktion
fu¨r Impulse, die nicht in der Na¨he der Fermifla¨che liegen, vor allem die im Rah-
men der Sto¨rungstheorie fehlende, durch Fluktuationen ho¨herer Ordnungen bedingte
Versta¨rkung der effektiven Kopplungen in Betracht.
Das Auftreten nichtdiagonaler Beitra¨ge zur Selbstenergie, die gerade in den fu¨r eine
Verformung der Fermifla¨che sensitiven Bereichen fu¨r das Auftreten einer energetischen
Lu¨cke im Einteilchen-Spektrum sorgen, schwa¨cht die Tendenz zu einer Verformung der
Fermifla¨che ab, sodaß eine geringe Asymmetrie in der Wahl der diagonalen Gegenterme
zuna¨chst keine schnelle Konvergenz der numerischen Iteration hin zu einem supralei-
tenden Zustand mit gebrochener D4-Symmetrie zur Folge hat solange die zugeho¨rige
Fermifla¨che geschlossen ist. Erst eine A¨nderung der Topologie hin zu einer offenen Fer-
mifla¨che, wie sie im Falle der kleineren Dichten (n < 0.889, vgl. Abb. III.2.3) auftritt,
beschleunigt die Konvergenz gegen eine symmetriegebrochene Lo¨sung.
Wa¨hrend die durch die Wechselwirkung bedingten Verschiebungen der Fermifla¨che
insgesamt sehr klein sind, kann man die qualitativen Vera¨nderungen gegenu¨ber dem
nichtwechselwirkenden System auch anhand des Diagramms III.2.4 ablesen, in dem die
diagonalen Beitra¨ge zweiter Ordnung zur Selbstenergie fu¨r unterschiedliche Dichten
in Abha¨ngigkeit des Polarwinkels φ (mit tanφ = k2/k1) aufgetragen sind. In der Na¨he
der Sattelpunkte besitzt die Selbstenergie stets ein lokales Maximum, wobei sich im
Bereich der van Hove-Bandfu¨llung eine deutliche energetische Aufspaltung der beiden
ina¨quivalenten Maxima zeigt. Die absoluten Minima dieser Abbildung treten an den
Diagonalen der Brillouinzone auf, d.h. die Wechselwirkung stellt die fu¨r t′ 6= 0 ver-
schwundene Nesting-Eigenschaft der Fermifla¨che teilweise wieder her. Dieses Verhalten
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Abb. III.2.3: Die Form der Fermifla¨che, die sich durch eine selbstkonsistente Bestimmung
der Gegenterme ergibt, fu¨r verschiedene Werte der Dichte n
wurde bereits in fru¨heren Untersuchungen der Fermifla¨che des t-t′-Hubbard-Modells
im Rahmen der RG [49] oder der FLEX-Approximation6 gezeigt [65]; in diesen Arbei-
ten wird die Mo¨glichkeit einer symmetriegebrochenen Lo¨sung jedoch nicht diskutiert.
Generell existieren im Bereich der betrachteten Dichten keine numerisch stabilen
Lo¨sungen, die die volle D4-Symmetrie des Hamiltonoperators besitzen. Allerdings ver-
schwindet die Asymmetrie der Fermifla¨che oberhalb von n = 0.889 sehr schnell. Man
6Auch in der Arbeit von Monthoux und Scalapino [59] wird auf die Verschiebung der Fermifla¨che im
supraleitenden Zustand eingegangen
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darf erwarten, daß sich bei sta¨rkerer Dotierung und einem damit verbundenen U¨ber-
gang zu einer um den Ursprung geschlossenen Fermifla¨che ein a¨hnliches Bild ergibt.
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Abb. III.2.4: Der diagonale Beitrag zweiter Ordnung zur Selbstenergie fu¨r die Bandfu¨llungen
n = 0.888, n = 0.889 und n = 0.9 (von unten nach oben)
In Bereichen einer gebrochenen Gittersymmetrie wird freilich auch der supraleiten-
de Ordnungsparameter keine vollkommene dx2−y2-Symmetrie besitzen; die Abweichun-
gen sind allerdings sehr gering. Wa¨hrend die Ergebnisse der Renormierungsgruppen-
rechnungen einen scharfen Peak der kritischen Cutoff-Skala fu¨r den Wert der vanHove-
Bandfu¨llung zeigen, findet man im Rahmen der renormierten Sto¨rungstheorie einen
Bereich, in dem der Betrag des Ordnungsparameters von der Bandfu¨llung weitgehend
unabha¨ngig ist; eine merkliche Verkleinerung setzt erst oberhalb der Dichte ein, bei der
die wechselwirkende Fermifla¨che ihre Form hin zu einer um (pi, pi) geschlossenen Topo-
logie a¨ndert. Als Ursache dieser Beobachtung muß vor allem die spontan gebrochene
D4-Symmetrie angesehen werden, aufgrund derer ein Zustand, dessen Fermifla¨che die
zwei ina¨quivalenten Sattelpunkte entha¨lt, ausgeschlossen ist.
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III.2.3 Der Limes schwacher Kopplung
Einige Aussagen, die das Verhalten des zweidimensionalen Hubbard-Modells im Li-
mes schwacher Kopplung betreffen, lassen sich nicht ohne weiteres aus der Gro¨ße der
Gegenterme bei einem festen U ablesen; vielmehr muß das Skalenverhalten unter Va-
riationen der Kopplungssta¨rke betrachtet werden. Wu¨nschenswert wa¨re freilich, den
Limes U → 0 durchfu¨hren zu ko¨nnen, denn nur fu¨r sehr kleine Kopplungssta¨rken
kann ein sto¨rungstheoretischer Ansatz Eigenschaften des Systems auch quantitativ
(mit den in Kap. II.1.3 genannten Einschra¨nkungen) richtig wiedergeben. Dies schei-
tert jedoch, wie schon in Kap. III.2.1 angesprochen, an der numerischen Auflo¨sbarkeit
der gesuchten Eigenschaften.
Bekannt ist zum einen, daß die Cooper-Instabilita¨t fu¨r jedes U auftritt, sodaß sich
fu¨r U → 0 qualitativ die gleichen Gapfunktionen erwarten lassen, wie fu¨r den schon
relativ großen Wert U/t = 3. Zum anderen ist die Pomeranchuk-Instabilita¨t fu¨r ∆ ≡ 0
auch im Bereich schwacher Kopplung sichtbar (im Limes U → 0 ist hierfu¨r freilich eine
singula¨re Zustandsdichte erforderlich, sodaß das Auftreten einer Symmetriebrechung
in diesem Fall auf die vanHove-Bandfu¨llung beschra¨nkt ist). Bei endlichen, aber kleinen
Werten der Kopplung U ist die relevante Skala z.T. sogar gro¨ßer als die Skala der
Cooper-Instabilita¨t.
Es stellt sich jedoch die Frage, ob die Tendenz einer (symmetriebrechenden) Ver-
formung der Fermifla¨che im Limes U → 0 auch in der Anwesenheit eines supraleiten-
den Ordnungsparameters u¨berlebt, oder ob vielmehr durch das Gap im Einteilchen-
Spektrum ein minimales U erforderlich wird, um die D4-Symmetrie des Modells spon-
tan zu brechen.
Um diese Frage zu beantworten, wurden bei einer festgehaltenen Dichte von n =
0.88, die sehr nahe am Wert der vanHove-Bandfu¨llung des nichtwechselwirkenden
Systems liegt, einige Rechnungen bei kleineren Werten der On-Site-Wechselwirkung
U durchgefu¨hrt, und das Verhalten der zwei ‘Ordnungsparameter’ |δµ(pi
2
)−δµ(0)| und
|∆(pi
2
)−∆(0)|/2 untersucht. Es zeigt sich, daß der Wert des supraleitenden Ordnungs-
parameters schneller verschwindet als der symmetriebrechende Anteil der diagonalen
Gegenterme. Allerdings sind gerade diese Ergebnisse sehr empfindlich auf sto¨rungs-
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Abb. III.2.5: Abha¨ngigkeit der Gro¨ßen |δµ(pi2 )− δµ(0)| (oben) und |∆(pi2 )−∆(0)|/2 (unten)
von der Sta¨rke U/t der Kopplung
theoretische Korrekturen ho¨herer Ordnungen.
So verkleinern sich die Werte ∆(k) um einen Faktor > 102, wenn die Sta¨rke der
Kopplung von U/t = 3 auf den Wert U/t = 1.8 verringert wird. In diesem Bereich
wird auch die numerische Auflo¨sung der Gapfunktion schwierig; trotz einer Verbes-
serung der Statistik der Monte-Carlo-Integrationen durch eine vergro¨ßerte Anzahl
an Funktionsauswertungen wird das stochastische Rauschen deutlich sichtbar. Gut
auflo¨sbar bleibt hingegen der diagonale Anteil der Matrix D (Abbildung III.2.7); zu-
gleich wird jedoch auch deutlich, daß sich der Bereich der Bandfu¨llungen, fu¨r die
die Pomeranchuk-Instabilita¨t zu einer drastischen Verformung und zu einer Topolo-
giea¨nderung der Fermifla¨che fu¨hrt, mit kleiner werdendem U ebenfalls verkleinert. Bei
U/t = 2 und darunter liegt fu¨r die gewa¨hlte Dichte keine offene, sondern vielmehr eine
um den Punkt (pi, pi) geschlossene Fermifla¨che vor; zumindest fu¨r den Wert U/t = 2.0
ist die Deformation aber noch gut zu sehen. Es wurde im vergangenen Kapitel bereits
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Abb. III.2.6: Verschwinden des supraleitenden Ordnungsparameters mit kleiner werdender
Kopplung; dargestellt ist der nichtdiagonale Anteil der Matrix D fu¨r U = 2.6, U = 2.3 und
U = 2.0 fu¨r n = 0.88
angesprochen, daß das Auftreten einer deutlichen energetischen Aufspaltung der bei-
den Sattelpunkte im wesentlichen auf die Fa¨lle einer offenen Fermifla¨che eingeschra¨nkt
ist. Im Limes U → 0 darf eine A¨nderung der Topologie natu¨rlich nur fu¨r den Fall der
vanHove-Bandfu¨llung erwartet werden. Die Verschiebung der wechselwirkenden Fer-
mifla¨che, die mit einer Verkleinerung der Kopplung einhergeht, ist in Abb. III.2.8 noch
einmal gezeigt.
Das Ergebnis dieser Rechnungen zeigt, daß fu¨r Bandfu¨llungen in der Na¨he der
vanHove-Fu¨llung die Pomeranchuk-Instabilita¨t im Bereich schwacher Kopplung tat-
sa¨chlich eine ebenso wichtige Rolle spielt wie die Cooper-Instabilita¨t; auch die Er-
gebnisse der RG ko¨nnen in dieser Weise interpretiert werden. Ein Grundzustand, in
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dem beide Formen der Symmetriebrechung existieren, darf auch im Limes U → 0
angenommen werden.
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Abb. III.2.7: Der diagonale Selbstenergiebeitrag Σ(0,kF ) zweiter Ordnung fu¨r U = 2.6, U =
2.3, U = 2.0 und U = 1.8 (von unten nach oben) bei festgehaltener Dichte n = 0.88
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Abb. III.2.8: Die Form der Fermifla¨che bei n = 0.88 fu¨r die Werte U = 3 (durchgezogen
gezeichnet) und U = 2 (Rauten)
66 TEIL III. ANWENDUNGEN UND ERGEBNISSE
III.3 Ergebnisse zum attraktiven Hubbard-Modell
Auch die Untersuchung des attraktiven Hubbard-Modells, gekennzeichnet durch einen
negativen Energiebeitrag der On-Site-Wechselwirkung (d.h. U < 0), hat in den ver-
gangenen Jahren einige Einsicht in die Physik korrelierter Systeme mit einer (effek-
tiven) Anziehung der Elektronen geliefert [66]. Neben der Formulierung von Na¨he-
rungen zur Beschreibung des Systems jenseits des sto¨rungstheoretisch zuga¨nglichen
Bereichs konnte auch gezeigt werden, daß bereits im Limes schwacher Kopplung rele-
vante Korrekturen zur BCS-Molekularfeldtheorie existieren. Das im vorangegangenen
Kapitel geschilderte Verfahren der renormierten Sto¨rungstheorie ist fu¨r das attrakti-
ve Hubbard-Modell gleichermaßen geeignet. Interessant ist hier vor allem der Aspekt
eines Vergleiches mit anderen Na¨herunsverfahren.
Im Falle einer schwachen, attraktiven Wechselwirkung U < 0 ist der Grundzustand
des Hubbard-Modells durch einen konventionellen Supraleiter mit s-Wellen-Symmetrie
des Ordnungsparameters gegeben. Qualitativ ist dieses Resultat schon auf dem Ni-
veau der (BCS-)Molekularfeldna¨herung zu sehen. Allerdings haben bereits DMFT-
Rechnungen gezeigt [37], daß der Wert des Gaps durch Beitra¨ge ho¨herer Ordnungen
gegenu¨ber dem BCS-Resultat unterdru¨ckt wird; man kann erwarten, daß dieser Effekt
in d = 2 noch deutlicher hervortritt als im Limes hoher Dimensionen.
Im Rahmen der renormierten Sto¨rungstheorie lassen sich die Ergebnisse der Rech-
nungen in erster und in zweiter Ordnung vergleichen. Terme ho¨herer Ordnungen sind
im Limes U → 0 irrelevant, wie sich mit einer Betrachtung analog zu Gl.(II.33) zeigen
la¨ßt. Das Vernachla¨ssigen der zweiten Ordnung liefert das Ergebnis der konventio-
nellen BCS-Theorie (vgl. (II.42); wegen der Lokalita¨t der nackten Wechselwirkung
kann auch der Ordnungsparameter k-unabha¨ngig gewa¨hlt werden, sodaß eine Pro-
jektion des anomalen Selbstenergiebeitrags auf die Fermifla¨che trivialerweise gegeben
ist). Fu¨r die Rechnungen wurde wieder t′ = −0.15t gesetzt; die (attraktive) On-Site-
Wechselwirkung liegt mit U = −2t noch im Bereich schwacher Kopplung. Um das
Verha¨ltnis der Werte der Gapfunktionen erster und zweiter Ordnung im Limes schwa-
cher Kopplung zu erhalten, sollten allerdings, a¨hnlich wie im vorangegangenen Kapitel
fu¨r den repulsiven Fall beschrieben, auch noch kleinere |U | betrachtet werden, um die
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Ergebnisse auf den Wert U = 0 extrapolieren zu ko¨nnen. Die betrachteten Dichten lie-
gen zwischen n = 0.9 und n = 0.96 Elektronen pro Gitterplatz, sodaß die Fermifla¨che
stets um den Punkt (pi, pi) geschlossen ist.
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Abb. III.3.1: Der supraleitende Ordnungsparameter fu¨r die Bandfu¨llungen n = 0.9, n = 0.94
und n = 0.96 (von oben nach unten)
Neben einer leichten k-Abha¨ngigkeit der Gapfunktion zweiter Ordnung fa¨llt auf,
daß die Werte der Gapfunktion gegenu¨ber dem BCS-Resultat um einen Faktor von
etwa drei unterdru¨ckt werden. Zudem zeigt sich, daß auch hier die Betra¨ge des supra-
leitenden Ordnungsparameters fu¨r zunehmende Dichten abnehmen. Dies ist allerdings
im wesentlichen eine Eigenschaft der Beitra¨ge erster Ordnung, denn fu¨r eine Lo¨sung
der Form χ = const. von Gl.(II.30) (mit Γ ≡ U) ist der dort erscheinende Wert
(4pi2λ)−1, der die Skala der Cooper-Instabilita¨t bestimmt, gleich der Zustandsdichte
NF , die im Fall des Hubbard-Modells fu¨r F → µvH divergiert.
Die diagonalen Selbstenergie-Beitra¨ge sorgen wie im repulsiven Fall fu¨r eine Verrin-
gerung der Kru¨mmung der Fermifla¨che; die relevanten sto¨rungstheoretischen Beitra¨ge
sind ja bis auf die Form der Gapfunktion, die in den Einteilchen-Propagator eingeht,
68 TEIL III. ANWENDUNGEN UND ERGEBNISSE
identisch. Eine Tendenz zu einer Verformung der Fermifla¨che, die die Gittersymmetrie
des Modells bricht, konnte nicht gesehen werden. Dies mag zum einen an der Wahl
der Parameter, insbesondere am Abstand der Fermifla¨che zu den Sattelpunkten liegen
(auch im repulsiven Hubbard-Modell wa¨re fu¨r U/t = 2 die energetische Aufspaltung
dieser Punkte nur in einer unmittelbaren Nachbarschaft der vanHove-Bandfu¨llung nu-
merisch auflo¨sbar), zum anderen daran, daß die Gapfunktion des vorliegenden Modells
mo¨glicherweise fu¨r eine Unterdru¨ckung der Pomeranchuk-Instabilita¨t sorgt.
III.4 Zusammenfassung und Ausblick
Die vorliegende Arbeit, deren inhaltlichen Schwerpunkt die Untersuchung des Hubbard-
Modells in zwei Dimensionen bildet, greift Konzepte der theoretischen Vielteilchen-
Physik der letzten Jahrzehnte auf, die zum Teil erst vor kurzer Zeit im Rahmen der
mathematischen Physik rigoros behandelt wurden; im Falle von Systemen, in denen
spontante Symmetriebrechnung (oder wenigstens eine Tendez dazu) auftritt, ist die
Entwicklung auch in diesem Bereich noch lange nicht abgeschlossen. Es konnte gezeigt
werden, daß sich interessante physikalische Effekte auch beschreiben und verstehen las-
sen, ohne auf die Anwendung von Resummationsschemata zuru¨ckgreifen zu mu¨ssen.
Die Cooper-Instabilita¨t, die einen supraleitenden Grundzustand zur Folge hat,
konnte im zweidimensionalen Hubbard-Modell ebenso im Rahmen der Sto¨rungstheorie
besta¨tigt werden, wie die Existenz eines Zustands mit spontan gebrochener Gittersym-
metrie. Dem im Rahmen bisheriger Untersuchungen auftretenden Problem konkurrie-
render Weak-Coupling-Instabilita¨ten wurde dabei durch eine Gleichbehandlung der
zu erwartenden Effekte Rechnung getragen. Im Gegensatz zum in der Literatur zu
findenden Szenario einer Konkurrenz verschiedener Instabilita¨ten wurde fu¨r die un-
tersuchten Parameter die Mo¨glichkeit einer Koexistenz mehrerer Ordnungsparameter
gefunden. Aufgrund der konzeptionellen Schwierigkeiten (s.u.) wurde auf die Anwen-
dung sto¨rungstheoretischer Methoden auf magnetische Instabilita¨ten verzichtet. Es sei
allerdings darauf hingewiesen, daß das verwendete Konzept der Renormierung durch
Gegenterme nicht auf sto¨rungstheorisch zuga¨ngliche Probleme eingeschra¨nkt ist.
Die Mo¨glichkeit einer symmetriebrechenden Verformung der Fermifla¨che des zwei-
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dimensionalen Hubbard-Modells wurde erst vor wenigen Jahren erkannt, und es spricht
fu¨r den Wert des Weak-Coupling-Ansatzes, daß dieser Effekt schon in zweiter Ordnung
und auch noch bei sehr kleiner Wechselwirkung zu sehen ist. Insbesondere kann fu¨r
den Fall der vanHove-Bandfu¨llung die Notwendigkeit eines minimalen U verneint wer-
den; die Pomeranchuk-Instabilita¨t tritt hier vermutlich bei beliebig schwacher Kopp-
lung auf. Man darf kritisieren, daß die gewa¨hlte Bandfu¨llung n = 0.88 nicht exakt
der vanHove-Bandfu¨llung entspricht; allerdings ko¨nnte eine beobachtbare Abweichung
der Gegenterme zwischen den beiden Bandfu¨llungen u¨berhaupt erst bei noch kleineren
Kopplungen gesehen werden. Das betrachtete Intervall (U/t = 1.8 . . . 3) darf fu¨r Aus-
sagen u¨ber den Limes U → 0 als hinreichend angesehen werden, da die interessanten
Effekte erst in der Ordnung O(U2) auftreten, was - gemessen an den Verha¨ltnissen fu¨r
U/t = 3 - fu¨r die Fa¨lle U/t ≤ 2 schon zu einer deutlichen Reduktion der effektiven
Kopplung fu¨hrt.
Eine Betrachtung der Abha¨ngigkeit dieser Resultate von der Wahl des Projektions-
verfahrens, die ja in jeder endlichen Ordnung der renormierten Sto¨rungstheorie gege-
ben ist, bleibt ebenso wie die Berechnung von Temperatur- und Frequenzabha¨ngig-
keiten der Selbstenergie Gegenstand zuku¨nftiger Untersuchungen. Im Hinblick auf die
Bestimmung von Spektralfunktionen wa¨re auch die Bestimmung der Selbstenergien fu¨r
Impulse abseits der Fermifla¨che interessant [67], um ein (im Rahmen der Sto¨rungs-
theorie gu¨ltiges) geschlossenes Bild von den Einteilchen-Eigenschaften des Systems zu
gewinnen.
Fu¨r die letzteren wurde mit der Bestimmung der Gegenterme zweiter Ordnung
jedoch die Mo¨glichkeit einer Behandlung im Rahmen einer wohldefinierten Sto¨rungs-
theorie geschaffen, die nicht das Problem der unphysikalischen Eigenschaften mancher
selbstkonsistenter Na¨herungen besitzt. Zur Bestimmung der Selbstenergien bei endli-
chen Temperaturen (insbesondere im Bereich der supraleitenden kritischen Tempera-
tur) sei noch angemerkt, daß eine Sto¨rungstheorie, die mit den bei T = 0 bestimmten
Gegentermen arbeitet [29], nicht geeignet ist, um die Physik von Phasenu¨berga¨ngen
zu beschreiben [39]. Fu¨r den Bereich oberhalb des supraleitenden Tc scheint jedoch
auch das in [68] dargestellte Verfahren der analytischen Fortsetzung der Matsubara-
Greenfunktionen anwendbar zu sein, um den mit der spontanen Brechung der Gitter-
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symmetrie des Modells verbundenen Phasenu¨bergang zu untersuchen. Das Problem
der anomalen Diagramme (im Sinne von Kohn und Luttinger [69]) stellt sich im Rah-
men der renormierten Sto¨rungstheorie nicht mehr: Bei diesen Diagrammen handelt es
sich gerade um Einteichen-reduzible Beitra¨ge der Sto¨rungstheorie.
Eine interessante Erweiterung des vorgestellten Konzeptes wa¨re auch die Hinzu-
nahme weiterer Gegenterme, die dem Auftreten anderer Instabilita¨ten bei endlichen
Werten der On-Site-Wechselwirkung U des Hubbard-Modells Rechnung tragen. Hier
sind vor allem magnetische Instabilita¨ten zu nennen. Es stellt sich allerdings die Fra-
ge, ob fu¨r die Behandlung von Pha¨nomenen, die nicht bei beliebig kleinen Werten der
Kopplungssta¨rke auftreten, eine Sto¨rungstheorie zweiter Ordnung noch ausreichend
ist.
Auch dem Problem von Singularita¨ten der Vertexfunktion, die durch Beitra¨ge ho-
her Ordnungen generiert werden, wurde hier, anders als im Falle der Renormierungs-
gruppe, nicht Rechnung getragen. Obwohl man erwarten darf, daß die Ergebnisse der
Sto¨rungstheorie fu¨r ein System, dessen Anregungsspektrum durch eine Energielu¨cke
(Gap) im Einteilchen-Spektrum gekennzeichnet ist, dadurch keine singula¨ren Korrek-
turen erfahren, fehlen fu¨r eine vollsta¨ndige Beschreibung doch einige wichtige Aspek-
te. Dies sind zum einen die Versta¨rkung des Teilchen-Teilchen-irreduziblen Anteils
der effektiven Kopplung, der im Rahmen der RG auch Beitra¨ge aus dem Fluß im
Cooper-Kanal erha¨lt (sodaß diesem Einfluß nicht einfach mit einer RPA-Summation
der Teilchen-Loch-Diagramme Rechnung getragen ist), zum anderen der Einfluß des
Goldstone-Bosons (das anhand einer Singularita¨t der Vertexfunktion fu¨r zwei Nambu-
Fermionen mit verschwindendem Schwerpunktimpuls sichtbar wird; diese Singularita¨t
tritt erst auf, wenn alle Teilchen-Teilchen-reduziblen Diagramme aufsummiert werden)
auf die fermionischen Selbstenergien in der supraleitenden Phase.7 Die Untersuchung
dieser Fragestellungen erfordert weitergehende Renormierungsgruppenrechnungen, die
neben dem Fluß der Vertexfunktion auch die damit gekoppelten Flußgleichungen fu¨r
die Selbstenergiebeitra¨ge beru¨cksichtigen. Die Gegenterme spielen dabei die Rolle einer
Anfangsbedingung, die an die Zweipunkt-Funktion gestellt wird.
7Zur Diskussion der Korrektur der Ergebnisse der Molekularfeldtheorie im Rahmen einer selbstkonsisten-
ten TMA siehe [70]; hier wurde allerdings im Limes hoher Dimensionen gerechnet.
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Die Anmerkung Nozie`res’ [10], daß die (selbstkonsistente) Bestimmung von Fermi-
fla¨chen zu komplex sei, um in der Praxis anwendbar zu sein, hat mit den heute
verfu¨gbaren Rechenkapazita¨ten ihre Gu¨ltigkeit verloren; es soll allerdings nicht ver-
schwiegen werden, daß die Ergebnisse dieser Arbeit noch vor wenigen Jahren numerisch
nicht zuga¨nglich gewesen wa¨ren. Entscheidend fu¨r den Fortschritt in diesem Bereich ist
neben der Entwicklung leistungsfa¨higer Prozessoren vor allem die heute von Seiten der
Betriebssysteme unterstu¨tzte Mo¨glichkeit des Parallelisierens von Rechenprozessen.
ANHANG A
FUNKTIONALINTEGRALE
UND GREENFUNKTIONEN
Fu¨r eine Indexmenge I = {1, . . . , n} und Elemente f einer Grassmann-Algebra mit
den Erzeugenden {ψi, ψ¯i} (i ∈ I) sei das Maß D[ψ¯, ψ] durch∫
D[ψ¯, ψ]f :=
∫ ∏
i∈I
dψ¯idψif (A.1)
definiert. Wir bezeichnen Ausdru¨cke der Form (A.1) als Funktionalintegrale.
Aus ψ2i = ψ¯
2
i = 0 sowie den Eigenschaften∫
dψi =
∫
dψ¯i = 0 (A.2)
und
∫
dψiψi =
∫
dψ¯iψ¯i = 1 (A.3)
folgt fu¨r Matrizen M = (Mij)i,j=1,...,n die Beziehung∫
D[ψ¯, ψ]e−ψ¯iMijψj = detM, (A.4)
sodaß wir ein bezu¨glich einer nichtsingula¨ren Matrix C normiertes Maß DC durch∫
DC [ψ¯, ψ]f := detC
∫
D[ψ¯, ψ]e−ψ¯iC−1ij ψjf (A.5)
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definieren ko¨nnen. Eine Normierung der Form (A.5) erlaubt die Erweiterung der Defi-
nition des Funktionalintegrals auf abza¨hlbare Indexmengen (z.B. I = Z). Verschiedene
thermodynamische Gro¨ßen physikalischer Systeme lassen sich durch solche Funktio-
nalintegrale darstellen. So ist etwa die Zustandssumme eines Modells wechselwirkender
Fermionen auf einem Gitter durch
Z =
∫
DC [ψ¯, ψ] eV[ψ¯,ψ] (mit C := −G0) (A.6)
gegeben; dabei setzt sich die Wirkung des Systems aus dem nichtwechselwirkenden
Anteil
S0[ψ¯, ψ] =
∑
i,j; n
ψ¯i(ωn) [G
−1
0 ]ij(ωn) ψj(ωn) (A.7)
mit der Matsubara-Greenfunktion G0 und dem Beitrag V der Wechselwirkung zusam-
men.
Das erzeugende Funktional fu¨r zusammenha¨ngende, amputierte Greenfunktionen
ist durch
G[χ¯, χ] := logZ−1
∫
DC [ψ¯, ψ] eV[ψ¯+χ¯,ψ+χ] (A.8)
definiert. Wir gewinnen die n-Teilchen-Greenfunktionen G
(2n)
ac durch Differentiation
nach den Quellfeldern:
G(2n)ac (k
′
1, . . . , k
′
n; k1, . . . , kn) =
δn
δχ¯k′1 . . . δχ¯k′n
δn
δχk1 . . . δχkn
G[χ¯, χ]
∣∣∣∣
χ¯=χ=0
. (A.9)
Wir ko¨nnen diese Funktionen auch durch eine Amputation freier Propagatoren von
den a¨ußeren Beinen aus den zusammenha¨ngenden Greenfunktionen gewinnen:
G(2n)ac (k
′
1, . . . , k
′
n; k1, . . . , kn) =
(
n∏
j=1
G−10 (k
′
j)G
−1
0 (kj)
)
G(2n)c (k
′
1, . . . , k
′
n; k1, . . . , kn).
(A.10)
Die Einteilchen-irreduziblen Greenfunktionen (oder Vertexfunktionen) Γ (2n) (n ≥
2) gehen aus den zusammenha¨ngenden Greenfunktionen durch Amputation der vollen
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Einteilchen-Greenfunktionen G hervor:
Γ (2n)(k′1, . . . , k
′
n; k1, . . . , kn) =
(
n∏
j=1
G−1(k′j)G
−1(kj)
)
G(2n)c (k
′
1, . . . , k
′
n; k1, . . . , kn);
(A.11)
ein Vernachla¨ssigen von Selbstenergie-Korrekturen ist also a¨quivalent zu einem Gleich-
setzen der amputierten, zusammenha¨ngenden Greenfunktionen mit den Vertexfunk-
tionen.
A.1 Funktionale Renormierungsgruppe
Es seien fu¨r Λ > 0 die Matrizen CΛ und DΛ durch
CΛ(k) :=
Θ(Λ− |ξk|)− 1
iωn − ξk ,
DΛ(k) := G0(k) + C
Λ(k) (A.12)
sowie das erzeugende Funktional
GΛ[χ¯, χ] := logZ−1
∫
DCΛ [ψ¯, ψ] eV[ψ¯+χ¯,ψ+χ] (A.13)
definiert. GΛ genu¨gt der Differentialgleichung
∂Λ GΛ[χ¯, χ] := d
dΛ
GΛ[χ¯, χ] = −
∫
k
δ(Λ− |ξk|)
iωn − ξk
[
δ2GΛ[χ¯, χ]
δχkδχ¯k
+
δGΛ[χ¯, χ]
δχk
δGΛ[χ¯, χ]
δχ¯k
]
,
(A.14)
die wir als Renormierungsgruppengleichung bezeichnen.
Um aus der RG-Gleichung fu¨r das erzeugende Funktional Flußgleichungen fu¨r
die Greenfunktionen zu gewinnen, mu¨ssen wir Gl.(A.14) nach den Quellfeldern ent-
wickeln. Wir definieren dazu den Wick-Ordnung-Operator ΩDΛ , der auf Monome der
Grassmann-Algebra wie folgt wirkt:
ΩDΛ
( n∏
j=1
χ¯k′jχkj
)
=
∞∑
ν=0
(−∆DΛ)ν
ν!
n∏
j=1
χ¯k′jχkj
= e−∆DΛ
n∏
j=1
χ¯k′jχkj ; (A.15)
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dabei bezeichnet ∆DΛ den Differentialoperator
∆DΛ =
∫
k
DΛ(k)
δ2
δχkδχ¯k
. (A.16)
Es gilt
∂Λ e
−∆
DΛ
n∏
j=1
χ¯k′jχkj = −e−∆DΛ ∂Λ∆DΛ
n∏
j=1
χ¯k′jχkj
= −e−∆DΛ ∂Λ∆CΛ
n∏
j=1
χ¯k′jχkj , (A.17)
sodaß bei einer Entwicklung
GΛ[χ¯, χ] =
∞∑
n=0
(−1)n
(n!)2
∫
k1,k′1,...,k′n
G
(2n)
Λ (k
′
1, . . . , k
′
n; k1, . . . , kn) ΩDΛ
( n∏
j=1
χ¯k′jχkj
)
(A.18)
von GΛ nach Wick-geordneten Monomen der Quellfelder der erste Summand unter
dem Integral (A.14) wegfa¨llt; man erha¨lt fu¨r die Greenfunktionen G
(2n)
Λ eine Differen-
tialgleichung der Form
∂Λ G
(2n)
Λ (k
′
1, . . . , k
′
n; k1, . . . , kn) =
1
2
A ◦Q(2n)Λ (k′1, . . . , k′n; k1, . . . , kn) (A.19)
mit einem Antisymmetrisierungsoperator A und Funktionen Q
(2n)
Λ , die die Form einer
Summe
∑
m
von m-Loop-Integralen haben. Die Integranden enthalten neben dem abge-
leiteten Propagator ∂ΛD
Λ(k) = −δ(Λ− |ξk|)/(iωn− ξk) (vgl. (A.14)) ein Produkt aus
zwei Greenfunktionen G
(2l)
Λ und G
(2m+2−2l+2n)
Λ sowie m Propagatoren D
Λ, die nur fu¨r
die weichen Moden |ξk| < Λ von Null verschieden sind. Wir bezeichnen die rechte Seite
von Gl.(A.19) auch als die den Fluß des Operators G
(2n)
Λ bestimmende β-Funktion.
Man beachte, daß die Funktionen G
(2n)
Λ im Limes Λ→ 0 in die zusammenha¨ngenden,
amputierten Greenfunktionen (A.9) u¨bergehen.
Im Falle n = 2 fu¨hrt die Einschra¨nkung der rechten Seite von Gl.(A.19) auf den
m = 1-Term zu einer autonomen Dgl. fu¨r die Vertexfunktion; dieselben Gro¨ßen be-
stimmen den Fluß der Einteilchen-Greenfunktion (und damit der Selbstenergie), wenn
man die RG-Gleichung auf den m = 2-Term einschra¨nkt. Insbesondere la¨ßt sich ein
Zusammenbrechen der Einloop-Na¨hrung an einem Anwachsen dieser Selbstenergiebei-
tra¨ge erkennen.
76 ANHANG A. FUNKTIONALINTEGRALE UND GREENFUNKTIONEN
A.2 Nambu-Formalismus
Fu¨r Temperaturen T unterhalb der kritischen Temperatur Tc definieren wir, neben den
normalen Greenfunktionen G↑ bzw. G↓, anomale Erwartungswerte in der Matsubara-
Darstellung als Fj1j2(τ1, τ2) := F (1, 2) := −〈T cj1↑(τ1)cj2↓(τ2)〉, wobei die Indizes ji
die Gitterpla¨tze darstellen, auf denen die Vernichtungsoperatoren wirken; der Zeit-
ordnungsoperator T wirkt auf die imagina¨re Zeiten τi ∈ [0, β]. In einem Feynman-
Diagramm wird der Propagator F (1, 2) durch eine Linie dargestellt, die ein ‘auslau-
fendes’ Fermion mit Spin-Projektion +1
2
am Ort j1 (zur Zeit τ1) mit einem ebenfalls
auslaufenden Fermion mit Spin −1
2
am Ort j2 (zur Zeit τ2) verbindet. Weiter beno¨ti-
gen wir Erwarungswerte der Form F †(1, 2) := −〈T c†j1↓(τ1)c†j2↑(τ2)〉, die die Korrelation
zweier Erzeugungsoperatoren beschreiben. Die Fouriertransformierten von F und F †
sind durch
F (k) =
∆(k)
ω2n + |ξk + Σ (k)|2 + |∆(k)|2
(A.20)
[9] sowie durch die Beziehung F †(k) = F ∗(k) gegeben.
A.2.1 Definitionen
Der Nambu-Formalismus, der im folgenden vorgestellt wird, erlaubt es, die Einteilchen-
Greenfunktionen G↑ und G↓ sowie F und F † in einer kompakten Matrix-Notation
zusammenzufassen und Feynman-Regeln fu¨r diese matrixwertigen Propagatoren zu
formulieren. Wir definieren den Nambu-Spinor G im Ortsraum als
Ψj(τ) =
(
cj↑(τ)
c†j↓(τ)
)
. (A.21)
Die Einteilchen-Greenfunktion ist dann durch
G(1, 2) := −〈T
[
Ψj1(τ1)Ψ
†
j2
(τ2)
]
〉 =
(
G↑(1, 2) F (1, 2)
F †(1, 2) −G↓(2, 1)
)
(A.22)
gegeben, und ihre Fouriertransformierte erfu¨llt die Relation
G(k) =
(
G↑(k) F (k)
F ∗(k) −G↓(−k)
)
; (A.23)
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im Falle ξ−k = ξk gilt weiter
G(k) =
(
G↑(k) F (k)
F ∗(k) −G∗↓(k)
)
(A.24)
sowie fu¨r k = (iωn,k) [70]:
G−1(k) =
(
iωn − ξk − Σ (k) ∆(k)
∆∗(k) iωn + ξk + Σ (−k)
)
. (A.25)
Aus Gl.(A.25) folgt insbesondere die explizite Form des normalen Propagators G↑
(bzw. G↓) in der symmetriegebrochenen Phase:
G↑(k) =
−iωn − ξk − Σ (−k)
ω2n + |ξk + Σ (k)|2 + |∆(k)|2
. (A.26)
A.2.2 Bewegungsgleichungen
Im folgenden sollen die Bewegungsgleichungen abgeleitet werden, denen die Nambu-
Propagatoren (A.23) genu¨gen. Wir wa¨hlen dafu¨r die Impulsdarstellung der Operatoren
Ψ(τ). In dieser Darstellung lautet der Hamilton-Operator
H =
∑
k
Ψ†k ξkσ3Ψk +
U
4
∑
αβγδ
(δαβδδγ − δαγδδβ)
∑
k1k2k3
ψ†k1;αψk2;βψk3;γψ
†
k3−k1+k2;δ,
(A.27)
und wir ko¨nnen die gesuchte Bewegungsgleichung wie folgt formulieren:
−∂τ 〈T Ψk(τ)Ψ†k(τ ′)〉 = −δ(τ − τ ′)
{
Ψk(τ),Ψ
†
k(τ
′)
}
− 〈T ∂τΨk(τ)Ψ†k(τ ′)〉
= −δ(τ − τ ′)
{
Ψk(τ),Ψ
†
k(τ)
}
− 〈T
[
H,Ψk(τ)
]
Ψ†k(τ
′)〉
= −δ(τ − τ ′)1− 〈T
[
H,Ψk(τ)
]
Ψ†k(τ
′)〉. (A.28)
Der zweite Term in Gl.(A.28) lautet (mit den Nambu-Indizes 1¯ = 2, 2¯ = 1):
−〈T
[
H,ψk;ν(τ)
]
ψ†k;ν′(τ
′)〉 =
∑
β
ξk(σ3)νβ 〈T ψk;β(τ)ψ†k;ν′(τ ′)〉 (A.29)
− U
∑
k1k2
〈T ψk1;ν(τ)ψk2;ν¯(τ)ψ†k;ν′(τ ′)ψ†k1+k2−k;ν¯(τ)〉;
Gl.(II.35) folgt nach Fouriertransformation auf Matsubara-Frequenzen.
ANHANG B
AUSWERTUNG VON
FREQUENZSUMMEN
Fu¨r k = (iωn,k) lauten die in Kap. II.2.2 eingefu¨hrten Gro¨ßen G˜11(k) und G˜12(k)
G˜11(k) =
−iωn − ξk + δµ(k)
ω2n + |ξk − δµ(k)|2 + |∆(k)|2
=
−iωn − e(k)
ω2n + [E(k)]
2
(B.1)
G˜12(k) =
∆(k)
ω2n + |ξk − δµ(k)|2 + |∆(k)|2
=
∆(k)
ω2n + [E(k)]
2
, (B.2)
wobei wir die Notationen e(k) = ξk − δµ(k) sowie E(k) :=
√
[e(k)]2 + |∆(k)|2 ver-
wendet haben. Die Frequenzsummen in Gl.(II.44) lassen sich dann mit q = (iνm,q)
wie folgt schreiben
1
β
∑
n
G˜12(k) G˜21(k + q) =
1
β
∑
n
∆(k)
ω2n + [E(k)]
2
· ∆
∗(k + q)
[ωn + νm]2 + [E(k + q)]2
1
β
∑
n
G˜11(k) G˜11(k + q) =
1
β
∑
n
−iωn − e(k)
ω2n + [E(k)]
2
· −i(ωn + νm)− e(k + q)
[ωn + νm]2 + [E(k + q)]2
.(B.3)
Die Summen lassen sich in Konturintegrale umschreiben, die wir mit Hilfe des Resi-
duensatzes auswerten [71, 9]:
1. Fu¨r den ersten Term erhalten wir
1
β
∑
n
∆(k)
ω2n + [E(k)]
2
· ∆
∗(k + q)
[ωn + νm]2 + [E(k + q)]2
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=
1
2
∫
C
dk0
2pi
∆(k)
k20 + [E(k)]
2
· ∆
∗(k + q)
[k0 + νm]2 + [E(k + q)]2
tanh
(
β
ik0
2
)
= − tanh
(
βE(k)
2
)
∆(k)∆∗(k + q)
2E(k)
· Re
{
1
[iνm − E(k)− E(k + q)][iνm − E(k) + E(k + q)]
}
− tanh
(
βE(k + q)
2
)
∆(k)∆∗(k + q)
2E(k + q)
· Re
{
1
[iνm + E(k) + E(k + q)][iνm − E(k) + E(k + q)]
}
,
wobei der Integrationsweg C durch die in Abb. B.1 dargestellte Kontur gegeben
ist;
2. Der zweite Term, der fu¨r ein kleines Gap die wesentlichen Beitra¨ge liefert, ergibt
1
β
∑
n
−iωn − e(k)
ω2n + [E(k)]
2
· −i(ωn + νm)− e(k + q)
[ωn + νm]2 + [E(k + q)]2
=
1
2
∫
C
dk0
2pi
(−ik0 − e(k)
k20 + [E(k)]
2
· −i(k0 + νm)− e(k + q)
[k0 + νm]2 + [E(k + q)]2
)
tanh
(
β
ik0
2
)
= − tanh
(
βE(k)
2
)
e(k)[iνm + e(k + q)] + [E(k)]
2
2E(k)
· Re
{
1
[iνm − E(k)− E(k + q)][iνm − E(k) + E(k + q)]
}
− tanh
(
βE(k + q)
2
)
e(k + q)[−iνm + e(k)] + [E(k + q)]2
2E(k + q)
· Re
{
1
[iνm + E(k) + E(k + q)][iνm − E(k) + E(k + q)]
}
+ tanh
(
βE(k)
2
)
iνm + e(k) + e(k + q)
2
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· iIm
{
1
[iνm − E(k)− E(k + q)][iνm − E(k) + E(k + q)]
}
+ tanh
(
βE(k + q)
2
) −iνm + e(k) + e(k + q)
2
· iIm
{
1
[iνm + E(k) + E(k + q)][iνm − E(k) + E(k + q)]
}
ik0
Abb. B.1: Der fu¨r die Auswertung der Frequenzsummen gewa¨hlte Integrationsweg C
Fu¨r die Bestimmung der Gegenterme genu¨gt es, diese Ausdru¨cke bei T = 0 auszuwer-
ten:
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1. Der Beitrag der anomalen Propagatoren liefert
lim
T→0
1
β
∑
n
∆(k)
ω2n + [E(k)]
2
· ∆
∗(k + q)
[ωn + νm]2 + [E(k + q)]2
=
E(k) + E(k + q)
2E(k)E(k + q)
∆(k)∆∗(k + q)
q20 + [E(k) + E(k + q)]
2
, (B.4)
wobei wir die Matsubara-Frequenz νm durch den Ausdruck q0 ersetzt haben;
2. Der Beitrag der normalen Propagatoren lautet
lim
T→0
1
β
∑
n
−iωn − e(k)
ω2n + [E(k)]
2
· −i(ωn + νm)− e(k + q)
[ωn + νm]2 + [E(k + q)]2
=
E(k) + E(k + q)
2E(k)E(k + q)
e(k)e(k + q)− E(k)E(k + q)
q20 + [E(k) + E(k + q)]
2
+
iq0
2E(k)E(k + q)
e(k)E(k + q)− E(k)e(k + q)
q20 + [E(k) + E(k + q)]
2
. (B.5)
Man beachte, daß fu¨r ξ−k = ξk die Imagina¨rteile der Ausdru¨cke (B.4) und (B.5)
keinen Beitrag zum k-Integral liefern, sodaß wir insbesondere den zweiten Term
(∝ iq0) in Gl.(B.5) im folgenden vernachla¨ssigen ko¨nnen.
Fu¨r die Durchfu¨hrung der Frequenzintegration in Gl.(II.45) ersetzen wir die dort ver-
wendete Variable k durch q−k′ und betrachten q0 als neue Integrationsvariable. Wegen
k′0 = 0 sind die verbleibenden Integrale von der Form
Ij = −
∫
dq0
2pi
C
q20 + E
2
[G˜−1(q − k′)]j2
q20 + E
′2 (j = 1, 2) (B.6)
mit C :=
E [∆(k)∆∗(k + q) + e(k)e(k + q)− E(k)E(k + q)]
2E(k)E(k + q)
,
E := E(k) + E(k + q),
E ′ := E(q− k′);
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I2 = I2(k
′,q,k) stellt den Integranden zu δµ(k′), I1 zu ∆(k′) dar (u¨ber q und k ist
numerisch zu integrieren). Wie oben liefert der Residuensatz
I2 =
C · e(q− k′)
E2 − E ′2
{
1
E
− 1
E ′
}
(B.7)
I1 =
C ·∆(q− k′)
E2 − E ′2
{
1
E ′
− 1
E
}
. (B.8)
ANHANG C
AUSWERTUNG DER BETHE-
SALPETER-GLEICHUNG
Das Integral (II.30) la¨ßt sich in zwei Dimensionen und auf Bereiche eingeschra¨nkt, in
denen eine Abbildung k1 7→ k2 mit k = (k1, k2) ∈ F gilt, in der Form∫
dk1
|vk|
√
1−
(
dk2
dk1
)2
Γk′k(Λ0) χ(k) (C.1)
schreiben. Im Hubbard-Modell mit reinem Na¨chst-Nachbar-Hu¨pfen gelten die Rela-
tionen k2(k1) = ± arccos(−µ/2− cos k1) sowie√
1− (dk2/dk1)2
|vk| =
1
2 | sin k2| =
1
2
√
1− (µ/2 + cos k1)2
, (C.2)
sodaß das Integral lokal als∫
dk1
2
√
1− (µ/2 + cos k1)2
Γk′k(Λ0) χ(k) (C.3)
geschrieben werden kann. Die Summation u¨ber beide Lo¨sungen k2(k1) ku¨rzt den Faktor
2 im Nenner, und Gl.(II.30) wird zu
χ(k′) = λ
kF∫
−kF
dk1√
1− (µ/2 + cos k1)2
Γk′k(Λ0) χ(k) (C.4)
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mit kF = arccos(−µ/2 − 1). Man beachte, daß fu¨r k1 → ±kF der Integrand eine
Singularita¨t der Form
1√
1− (µ/2 + cos k1)2
≈ kF√
k2F − k21
|k1/kF |  1 (C.5)
besitzt. Wir spalten den singula¨ren Anteil ab, indem wir mit der Funktion w(k1) =√
k2F − k21 erweitern:
χ(k′) = λ
kF∫
−kF
dk1
w(k1)
√
k2F − k21
1− (µ/2 + cos k1)2 Γk
′k(Λ0) χ(k). (C.6)
Wir ko¨nnen die rechte Seite von Gl.(C.6) als Integral u¨ber eine analytische Funktion,
gewichtet mit w−1 auffassen. Das fu¨r die Berechnung eines solchen Integrals am be-
sten geeignete numerische Verfahren ist die Gauß-Chebyshev-Quadratur [72], die eine
Abscha¨tzung
χk′ =
λpi
n
n∑
ν=1
√
k2F (1− x2ν)
1− [µ/2 + cos(kFxν)]2 Γk
′k(Λ0) χk (C.7)
liefert (wobei das Symbol k in der Summe fu¨r k(xν) steht); die Stu¨tzstellen xν liegen
bei
xν = cos
(
(ν − 1/2)pi
n
)
.
Gl.(C.7) ist die Eigenwertgleichung
χ =
λpi
n
(
D ◦ Γ (Λ0)
)
χ (C.8)
einer nichtsymmetrischen Matrix D ◦Γ (Λ0), die wir jedoch mit Hilfe der Matrix
√
D,
definiert durch
(
√
D)µν = δµν
(
k2F (1− x2ν)
1− [µ/2 + cos(kFxν)]2
)1/4
(C.9)
in der Form
η =
λpi
n
(√
D ◦ Γ (Λ0) ◦
√
D
)
η (C.10)
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(mit η =
√
Dχ) in die Eigenwertgleichung einer symmetrischen Matrix umschreiben
ko¨nnen, die numerisch leichter zu handhaben ist.
Wir bestimmen noch die Polarisation Π (q) fu¨r die gegebene Dispersionsrelation
ξk = −2(cos k1 + cos k2)− µ. Fu¨r ein verschwindendes Gap ∆k ≡ 0 geht der Realteil
von (B.5) fu¨r q 6= 0 in den Ausdruck
Θ(ξk+q)−Θ(ξk)
ξk − ξk+q
u¨ber, sodaß wir Π (q) als
Π (q) =
∫
d2k
(2pi)2
Θ(ξk)−Θ(ξk+q)
ξk − ξk+q (C.11)
schreiben ko¨nnen. Der Fall q = 0 muß gesondert betrachtet werden.
i) Im Falle q 6= 0 gehen wir von der Variablen k = (k1, k2) zu den Integrations-
variablen
kx = (k1 + k2)/2
und ky = (k1 − k2)/2
u¨ber und fu¨hren die kx-Integration analytisch durch. Das verbleibende, eindi-
mensionale Integral ist durch
Π (q) =
k˜F∫
0
k˜Fdk
pi2
log
∣∣tan ( tk−pk2 ) / tan ( tk+pk2 )∣∣
4
√
b2k + c
2
k
∣∣ tan ( t′k−pk
2
)
/ tan
( t′k+pk
2
)∣∣
4
√
b′k
2 + c′k
2

(C.12)
mit k˜F = arccos(−µ/4)
pk = arccos(−µ/(4 cos k))
bk = cos(k + qy) sin(qx)
b′k = − cos(k − qy) sin(qx)
ck = cos(k)− cos(k + qy) cos(qx)
c′k = cos(k)− cos(k − qy) cos(qx)
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sowie tk = arcsin
(
ck√
b2k + c
2
k
)
(analog fu¨r t′k) gegeben.
ii) Im Falle q = 0 ist Π (q) durch den Wert der Zustandsdichte
D() =
∫
d2k
(2pi)2
δ(− k)
bei  = µ bestimmt:
lim
q→0
Π (q) = −D(µ) = −
kF∫
−kF
dk1
(2pi)2
√
1− (µ/2 + cos k1)2
; (C.13)
die Herleitung von Gl.(C.13) ist durch die Transformationsformel und durch
Gl.(C.2) gegeben.
0 1 2 3
φ
-0.0002
-0.0001
0
0.0001
0.0002
χ
Abb. C.1: Der Eigenvektor χk fu¨r µ = −0.1t
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Die Integrale (C.12) und (C.13) sind nicht analytisch durchfu¨hrbar, lassen sich
jedoch mit Hilfe numerischer Standardroutinen mit großer Genauigkeit berechnen.
Fu¨r die Lo¨sung des Eigenwertproblems stehen Routinen zur Verfu¨gung [63], die alle
Eigenwerte und -vektoren einer symmetrischen Matrix mit Maschinengenauigkeit be-
stimmen. Aus der Lo¨sung η von Gl.(C.10) la¨ßt sich die gesuchte Gro¨ße χ durch die
Relation χ =
√
D
−1
η gewinnen.
In den Diagrammen C.1 und C.2 sind fu¨r verschiedene Werte der Fermienergie
die Eigenvektoren χk als Funktionen des Polarwinkels φ ∈ [0, pi] mit tanφ = k2/k1
dargestellt. Wie in Kapitel III.1.2 beschrieben, erha¨lt man fu¨r µ ≥ −1.1t Lo¨sungen
mit dx2−y2-Symmetrie, fu¨r µ ≤ −1.13t solche mit dxy-Symmetrie.
0 1 2 3
φ
-2e-05
-1e-05
0
1e-05
2e-05
χ
Abb. C.2: Die Eigenvektoren χk fu¨r µ = −0.4t (durchgezogen), µ = −1.1t (gestrichelt) und
µ = −1.15t (Rauten). Fu¨r noch kleinere Werte der Bandfu¨llung verschwinden die Knoten
abseits der Richtungen φ = npi/2 [45].
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